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INTRODUCTION A LA PREMIERE EDITION (1964)

Ces notes reproduisent avec quelques modifications un cours fait au College de
France pendant 'année 1962-1963. On y trouvera également un texte inédit de
Tate (Annexe au Chap. I), et un autre de Verdier, tous deux consacrés & la
dualité des groupes profinis.

Une rédaction préliminaire de ces notes, due 4 Michel Raynaud, m’a été trés
utile; je I’en remercie vivement.

INTRODUCTION A LA CINQUIEME EDITION (1994)

Cette nouvelle édition a été réalisée en TEX par les soins de M. Kollner et
Springer-Verlag, que j’ai plaisir & remercier.

J'ai profité de I'occasion pour faire une série de modifications:

— mise & jour de la bibliographie;

— mise & jour des problémes et conjectures mentionnés dans le texte;

— adjonction de nombreux exercices, d’un index, et de plusieurs annexes (résumés
de cours, notamment).

Pour faciliter les références, I’ancienne numérotation des propositions, lemmes
et théorémes a été conservée. Les passages nouveaux sont, le plus souvent, im-
primés en caracteres plus petits que le texte original.

Jean-Pierre Serre
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Chapitre 1

Cohomologie des groupes profinis



§ 1. Groupes profinis

1.1. Définition

On appelle groupe profini un groupe topologique qui est limite projective de
groupes finis (munis chacun de la topologie discréte). Un tel groupe est compact
et totalement discontinu. Réciproquement:

Proposition 0. Un groupe topologique compact totalement discontinu est profini.

Soit G un tel groupe. Comme G est totalement discontinu et localement
compact, les sous-groupes ouverts de G forment une base de voisinages de 1, cf.
Bourbaki TG III, §4, n°6. Un tel sous-groupe U est d’indice fini dans G puisque
G est compact; ses conjugués gUg ™! sont en nombre fini et leur intersection V'
est un sous-groupe ouvert normal de G. De tels V forment donc une base de
voisinages de 1; P'application canoniqgue G — lim G/V est injective, continue,
et d’image dense; comme G est compact, c’est un isomorphisme. Donc G est
profini.

Les groupes profinis forment une catégorie (les morphismes étant les homo-
morphismes continus) ol les produits infinis et les limites projectives existent.

Ezemples.

1) Soit L/K une extension galoisienne de corps commutatifs. Le groupe de
Galois G(L/K) de cette extension est, par construction méme, limite projective
des groupes de Galois G(L;/K) des extensions galoisiennes finies L;/K contenues
dans L/K; c’est donc un groupe profini.

2) Un groupe analytique compact sur le corps p-adique Qp est profini (en
tant que groupe topologique). En particulier, SL.(Z;), Spa,(Zy), - .. sont des
groupes profinis.

3) Soit G un groupe discret, et soit G la limite projective des quotients finis

de G. Le groupe G est appelé le groupe profini associé 4 G, c'est le séparé
complété de G pour la topologie définie par les sous-groupes de G d’indice fini;
le noyau de G — G est P'intersection des sous-groupes d’indice fini de G.

4) Si M est un groupe abélien de torsion, son dual M* = Hom(M,Q/Z),
muni de la topologie de la convesgence simple, est un groupe profini commutatif.
On obtient ainsi une anti-équivalence (dualité de Pontrjagin):

groupes abéliens de torsion <= groupes profinis commutatifs .
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Exercices.

1) Montrer qu’un groupe profini commutatif sans torsion est isomorphe & un produit
(en général infini) de groupes Zp. [Utiliser la dualité de Pontrjagin pour se ramener
au théoreme disant que tout groupe abélien divisible est somme directe de groupes
isomorphes & Q ou & un Q,/Z,, cf. Bourbaki A VIL.53, exerc. 3.]

2) Soit G = SLn(2), et soit f 'homomorphisme canonique G — [] SLn(25).

(a) Montrer que f est surjectif.

(b) Montrer I'équivalence des deux propriétés suivantes:

(b1) f est un isomorphisme;

(bz) tout sous-groupe d’indice fini de SLn(Z) est un sous-groupe de congruence.
[Ces propriétés sont connues pour étre vraies si n # 2 et fausses sin = 2]

1.2. Sous-groupes

Tout sous-groupe fermé H d’un groupe profini G est profini. De plus, I'espace
homogene G/H est compact totalement discontinu.

Proposition 1. Si H et K sont deuz sous-groupes fermés du groupe profini G,
avec H D K, il existe une section continue s : G/H — G/K.

(Par “section”, on entend une application s : G/H — G/K dont le composé avec
la projection G/K — G/H est I'identité.)

On va utiliser deux lemmes:
Lemme 1. Soit G un groupe compact et soit (S;) une famille filtrante décrois-
sante de sous-groupes fermés. Soit S = (\S;. L’application canonique

est alors un homéomorphisme.

En effet, cette application est injective, et son image est dense; comme ’es-
pace de départ est compact, le lemme en résulte. {On aurait pu aussi invoquer
Bourbaki, TG II1.59, cor. 3 & la prop. 1.)

Lemme 2. La proposition 1 est vraie lorsque H/K est fini. Si de plus H et K
sont distingués dans G, l'extension

l1—H/K-—G/K—G/H—1

est scindée (cf. n° 3.4) au-dessus d’un sous-groupe ouvert de G/H.

Soit U un sous-groupe ouvert distingué de G tel que UNH C K. La restriction
de la projection G/K — G/H & l'image de U est alors injective (et c’est un
homomorphisme lorsque H et K sont distingués, ce qui démontre la deuxiéme
partie du lemme). Son application réciproque est donc une section sur 'image
de U (qui est ouverte); on la prolonge en une section sur G/H tout entier par
translation.

Démontrons maintenant la prop. 1. On peut supposer que K = 1. Soit X
I'ensemble des couples (S, s), o S est un sous-groupe fermé de H, et s est une
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section continue G/H — G/S. On ordonne X en convenant que (S, s) > (S', s")
si S C 9 etsis’ estle composé de set de G/S — G/&'. Si (S;, s;) est une famille
totalement ordonnée d’éléments de X, et si $ = (}S;, on a G/S = lim G/S;
d’aprés le lemme 1; les s; définissent donc une section continue s : G/H — G/S;
on a (S, s) € X. Cela montre que X est un ensemble ordonné inductif. D’apres
le théoreme de Zorn, X contient un élément maximal (S,s). Montrons que
S = 1, ce qui achévera la démonstration. Si S était distinct de 1, il existerait
un souns-groupe ouvert U de G tel que SNU # S. En appliquant le lemme 2
au triplet (G, S, § N U), on obtiendrait une section continue G/S — G/(SnU),
et en la composant avec s : G/H — G/, cela donnerait une section continue
G/H — G/(S NU), contrairement au fait que (S, s) est maximal.
Exercices.

1) Soit G un groupe profini opérant continliment sur un espace compact totalement
discontinu X. On suppose que G opére librement, i.e. que le fixateur de tout élément

de X est égal a 1. Montrer qu'il existe une section continue X/G — X. [Raisonner
comme pour la prop. 1]

2) Soit H un sous-groupe fermé d'un groupe profini G. Montrer qu'il existe un
sous-groupe fermé G’ de G qui est tel que G = H - G, et qui est minimal pour cette
propriété.

1.3. Indices

On appelle nombre surnaturel un produit formel [] p™, ou p parcourt I’ensemble
des nombres premiers, et oll n, est un entier > 0 ou +00. On définit de maniere
évidente le produit, le pged et le ppcm d’une famille quelconque de nombres
surnaturels.

Soit G un groupe profini, et soit H un sous-groupe fermé de G. On définit
l'indice (G : H) de H dans G comme le ppcm des indices (G/U : H/(H NU)),
pour U parcourant ’ensemble des sous-groupes ouverts distingués de G. On voit
facilement que c’est aussi le ppcm des indices (G : V') pour V ouvert contenant H.
Proposition 2. (i) St K C H C G sont des groupes profinis, on a

(G:K)y=(G:H) - (H:K).

(i) Si (H;) est une famille filtrante décroissante de sous-groupes fermés de G,
et si H={\H;, ona(G: H)=ppem(G: H;).

(iii) Pour que H soit ouvert dans G, il faut et il suffit que (G : H) soit un
nombre naturel (i.e. un élément de N).

Démontrons (i): si U est ouvert distingué dans G, posons Gy = G/U,
Hy = H/(HNU), Ky = K/(KnU). Ona Gy D Hy D Ky, d’out

(GU : Ku) = (GU . Hu) . (HU : Ku) .

On a par définition ppcm(Gy : Ky) = (G : K) et ppem(Gy : Hy) = (G : H).
D’autre part, les H N U sont cofinaux dans P'ensemble des sous-groupes ouverts
distingués de H; il en résulte que ppcm(Hy : Ky) = (H : K), d’ou (i).

Les assertions (ii) et (iil) sont immédiates.

Noter qu’en particulier on peut parler de [’ordre (G : 1) d’un groupe profini G.



1.4. Pro-p-groupes et p-groupes de Sylow 5

Ezxercices.

1) Soit G un groupe profini, et soit n un entier # 0. Montrer ’équivalence des
propriétés suivantes:

(a) n est premier & 'ordre (G : 1) de G.

(b) L'application z — z™ de G dans G est surjective.

(b’) L'application z — z™ de G dans G est bijective.

2) Soit G un groupe profini. Démontrer I'équivalence des trois propriétés suivantes:
{a) La topologie de G est métrisable.
(b) On a G = )lim G,, ot les Gn (n > 1) sont finis et les homomorphismes
Gn+1 — G, sont surjectifs.
(c) L’ensemble des sous-groupes ouverts de G est dénombrable.
Montrer que ces propriétés entrainent:
{(d) 11 existe un sous-ensemble dénombrable dense dans G.
Construire un exemple ou (d) est vérifiée, mais pas (a), (b), (c) [prendre pour G le
dual d’un Fy-espace vectoriel de dimension infinie dénombrable].

3) Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe profini G. On suppose H # G. Montrer
qu’il existe € G tel qu’'aucun conjugué de x n’appartienne & H [se ramener au cas oil
G est fini].

4) Soit g un élément d'un groupe profini G, et soit C; = (_97 le plus petit sous-
groupe fermé de G contenant g. Soit Hp"" Pordre de Cy, et soit I ’ensemble des p
tels que n, = 0o. Montrer que:

Cy~ ]2 x[[2/p™2.

p€l pél

1.4. Pro-p-groupes et p-groupes de Sylow

Soit p un nombre premier. Un groupe profini H est appelé un pro-p-groupe si
c’est une limite projective de p-groupes, ou, ce qui revient au méme, si son
ordre est une puissance de p (finie ou infinie, bien entendu). Si G est un groupe
profini, un sous-groupe H de G est appelé un p-groupe de Sylow de G si c’est un
pro-p-groupe et si (G : H) est premier & p.

Proposition 3. Tout groupe profini G posséde des p-groupes de Sylow, et ceuz-
ci sont conjugués.

On utilise le lemme suivant (Bourbaki, TG 1.64, prop. 8):
Lemme 3. Une limite projective d’ensembles finis non vides est non vide.

Soit X la famille des sous-groupes ouverts distingués de G. Si U € X, soit
P(U) 'ensemble des p-groupes de Sylow du groupe fini G/U. En appliquant le
lemme 3 au systéme projectif des P(U), on obtient une famille cohérente Hy de
p-groupes de Sylow des G/U, et l'on vérifie aisément que H = lim Hy est un
p-groupe de Sylow de G, d’ou la premiére partie de la proposition. De méme, si
H et H' sont deux p-groupes de Sylow de G, soit Q(U) Pensemble des z € G/U
qui transforment 'image de H dans celle de H’; en appliquant le lemme 3 aux
Q(U), on voit que lim Q(U) # 0, dot unz € G tel que s Hz~! = H'.

On démontre par le méme genre d’arguments:
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Proposition 4. (a) Tout pro-p-sous-groupe de G est contenu dans un p-groupe
de Sylow de G.

(b) Si G — G’ est un morphisme surjectif, l'image d’un p-groupe de Sylow
de G est un p-groupe de Sylow de G'.
Exemples. R

1) Le groupe Z a pour p-groupe de Sylow le groupe Z, des entiers p-adiques.

2) Si G est analytique compact sur Q,, les p-groupes de Sylow de G sont
ouverts (cela résulte de la structure locale bien connue de ces groupes). L’ordre
de G est donc le produit d’un entier naturel par une puissance de p.

3) Soit G un groupe discret. La limite projective des quotients de G qui sont
des p-groupes est un pro-p-groupe, noté 6’,,, et appelé le p-complété de G; c’est
le plus grand quotient de G qui soit un pro-p-groupe.

Ezercice.
Soit G un groupe discret tel que G*® = G/(G, G) soit isomorphe & Z (par exemple

le groupe fondamental du complémentaire d’un noeud dans R?). Montrer que le p-
complété de G est isomorphe a Z,.

1.5. Pro-p-groupes libres

Soit I un ensemble, et soit L(I) le groupe discret libre engendré par des éléments
z; indexés par I. Soit X la famille des sous-groupes distingués M de L(I) tels
que:

a} L(I)/M est un p-groupe fini,
b) M contient presque tous les x; (i.e. tous sauf un nombre fini).

Posons F(I) = lim L(I)/M. Le groupe F(I) est un pro-p-groupe que 'on appelle
le pro-p-groupe libre engendré par les ;. L’adjectif “libre” est justifié par le
résultat suivant:

Proposition 5. Si G est un pro-p-groupe, les morphismes de F(I) dans G cor-
respondent bijectivement oux familles (9;)ics d’éléments de G qui tendent vers
2éro sutvant le filtre des complémentaires des parties finies.

[Lorsque I est fini, la condition lim g; = 1 est supprimée; d’ailleurs, les complémen-
taires des parties finies ne forment pas un filtre. . .|

De fagon plus précise, on associe & un morphisme f : F(I) — G la famille
(9:) = (f(z;)). Le fait que la correspondance ainsi obtenue soit bijective est
immeédiat.

Remarque.

A coté de F(I), on peut définir le groupe Fy(I) limite projective des L(I)/M
pour les M vérifiant seulement a). C’est le p-complété de L([); les morphismes
de F,(I) dans un pro-p-groupe G correspondent bijectivement aux familles quel-
conques (g;)ics d’éléments de G. On verra plus loin (n°® 4.2) que F,(I) est libre,
c’est-a-dire isomorphe & un F(J), pour J convenable.
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Lorsque I = (1,n], on écrit F(n) & la place de F(I); le groupe F(n) est le
pro-p-groupe libre de rang n. On a F(0) = {1} et F(1) est isomorphe au groupe
additif Z,. On va donner une représentation explicite du groupe F(n):

Soit A(n) ’algébre des séries formelles associatives (non nécessairement com-
mutatives) en n indéterminées ¢;, ..., t,, & coeflicients dans Z, {c’est ce que
Lazard appelle “Valgébre de Magnus”). [Le lecteur qui n’aime pas les séries
formelles “non nécessairement commutatives” définira A{n) comme un complété
de I'algébre tensorielle du Z,-module (Z,)™.] Muni de la topologie de la conver-
gence simple des coefficients, A(n) est un anneau topologique compact. Soit U
le groupe multiplicatif des éléments de A de terme constant égal a 1. On vérifie
aisément que U est un pro-p-groupe. Comme U contient les éléments 1 + ¢;, la
prop. 5 montre qu'il existe un morphisme 8 : F(n) — U qui applique z; sur 1+t;
pour tout 3.

Proposition 6 (Lazard). Le morphisme 8: F(n) — U est injectif.
[On peut donc identifier F(n) au sous-groupe fermé de U engendré par les
1+

On démontre méme un résultat plus fort. Pour I’énoncer, convenons d’appeler
Z,-algébre d’un pro-p-groupe G la limite projective des algebres des quotients
finis de G, a coefficients dans Z,; cette algébre sera notée Z,[[G]]. On a:

Proposition 7. Il existe un isomorphisme continu o de Zy[[F(n)]] sur A(n)
qui transforme x; en 1 +¢;.

On définit sans difficultés 'homomorphisme a : Z,[[F(n)]] - A(n). D’autre
part, soit I I'idéal d’augmentation de Z,[[F(n)]]; les propriétés élémentaires des
p-groupes finis montrent que les puissances de 'idéal I tendent vers 0. Comme
les z; — 1 appartiennent & I, on en déduit qu'’il existe un homomorphisme continu

B: A(n) — Zol{(F(n))]

qui applique t; sur z; — 1. Il n’y a plus alors qu’a vérifier que o = 1 et
Boa =1, ce qui est immédiat.

Remarques.

1) Lorsque n = 1, la prop. 7 montre que la Zj-algébre du groupe I' = Z,
est isomorphe a P'algébre Z,[[T]], laquelle est un anneau local régulier de dimen-
sion 2. Clest 14 le point de départ de I’étude, faite par Iwasawa, des “I'-modules”,
cf. [143], ainsi que Bourbaki AC VIL.§ 4.

2) On trouvera dans la thése de Lazard [101] une étude détaillée de F(n),
basée sur les prop. 6 et 7. Par exemple, si l'on filtre A(n) par les puissances de
'idéal d’augmentation I, la filtration induite sur F'(n) est celle de la suite centrale
descendante, et le gradué associé est la Z,-algebre de Lie libre engendrée par les
classes T; des ¢;. La filtration définie par les puissances de (p, I) est également
intéressante.



§ 2. Cohomologie

2.1. Les G-modules discrets

Soit G un groupe profini. Les groupes abéliens discrets sur lesquels G opére
continiiment forment une catégorie abélienne Cg, qui est une sous-catégorie
pleine de la catégorie de tous les G-modules. Dire qu’un G-module A appartient
a Cg signifie que le fixateur de tout élément de A est ouvert dans G, ou encore

que l'on a:
A=]JAY,

lorsque U parcourt I’ensemble des sous-groupes ouverts de G {comme d’habitude,
AU désigne le sous-groupe de A formé des éléments invariants par U).

Un élément A de C¢ sera appelé un G-module discret (ou méme simplement
un G-module si aucune confusion ne peut en résulter). C’est pour ces modules
que la cohomologie de G va étre définie.

2.2. Cochaines, cocycles, cohomologie

Soit A € Cg. Nous noterons C*(G, A) 'ensemble des applications continues de
G"™ dans A (noter que, puisque A est discret, “continue” équivaut & “localement
constante”). On définit le cobord

d:C™(G,A) — C™(G, A)
par la formule usuelle

(df)(g1,- -1 9n+1) = g1 f(g2,-- -2 9n+1)

i=n

+ Z(-l)if(gh ey GiGitls -2 Gnt1)
i=1

+(—1)n+1f(glv s 1g‘n) .

On obtient ainsi un complexe C*(G,A) dont les groupes de cohomologie
HY(G, A) sont appelés les groupes de cohomologie de G 4 coefficients dans A.
Lorsque G est fini, on retrouve la définition habituelle de la cohomologie des

groupes finis; le cas général peut d’ailleurs se ramener a celui-la, grace a la
proposition suivante:
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Proposition 8. Soit (G;) un systéme projectif de groupes profinis, et soit (A;)
un systéme inductif de G;-modules discrets (les homomorphismes A; — A;
étant compatibles en un sens évident avec les morphismes G; — G;). Posons
G = ‘li_m_G,-, A= !@)Ai. On a alors

HIG,A) = ll_g HYG,;, A;) pourtoutq>0.
En effet, on voit sans difficultés que I'homomorphisme canonique
lim C*(G;, Ai) — C*(G, 4)
est un isomorphisme, d’ou le résultat en passant & 'homologie.
Corollaire 1. Soit A un G-module discret. On a:
HYG, A) = lim HY(G/U, AYY  pour tout ¢ > 0,
lorsque U parcourt Uensemble des sous-groupes ouverts distingués de G.
En effet, G = lim G/U et A= lir_n,AU.
Corollaire 2. Soit A un G-module discret. On a:
HYG,A) = lim HY(G,B) pour toutq >0
lorsque B parcourt l'ensemble des sous-G-modules de type fini de A.
En effet, on a A = lim B.
Corollaire 3. Pour q > 1, les groupes H(G, A) sont des groupes de torsion.
Lorsque G est fini, ce résultat est classique. Le cas général s’en déduit, grace

au corollaire 1.

On pourra donc facilement se ramener au cas des groupes finis, qui est bien
connu (voir par exemple Cartan-Eilenberg [25], ou “Corps Locaux” [145]). On
en déduit par exemple que les H%(G, A) sont nuls, pour ¢ > 1, lorsque A est un
injectif de Cg (les AV étant alors injectifs sur les G/U). Comme la catégorie Cg
a suffisamment d’'injectifs (mais pas suffisamment de projectifs), on voit que les
foncteurs A — H9(G, A) sont les foncteurs dérivés du foncteur A — A®, comme
il se doit.

2.3. Basses dimensions

HY(G, A) = A%, comme d’habitude.

H(G, A) est le groupe des classes d’homomorphismes croisés continus de G
dans A.

H?(G, A) est le groupe des classes de systémes de facteurs continus de
G dans A. Si A est fini, c’est aussi le groupe des classes d’extensions de G
par A (démonstration standard, reposant sur l'existence d’une section continue,
démontrée au n° 1.2).
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Remarque.

Ce dernier exemple suggére de définir les H7(G, A) lorsque A est un G-
module topologique quelcongue, en partant des cochaines continues. Ce genre de
cohomologie se rencontre effectivement dans les applications, cf. [148].

2.4. Fonctorialité

Soient G et G’ deux groupes profinis, et soit f : G — G’ un morphisme. Soient
A € Cg, A’ € Cg. On a la notion de morphisme h : A" — A compatible avec f
(c’est un G-morphisme, lorsqu’on regarde A’ comme un G-module au moyen
de f). Un tel couple (f, h) définit par passage & la cohomologie des homomor-
phismes

HY(G',A') — HG,4), q¢=0.

Ceci s'applique notamment lorsque H est un sous-groupe fermé de G, et que
A = A’ est un G-module discret; on obtient les homomorphismes de restriction

Res : HY(G, A) — H9(H,A4), q>0.

Lorsque H est ouvert d’indice fini n dans G, on définit (par exemple, par
passage & la limite & partir des groupes finis) les homomorphismes de corestric-
tion

Cor: H(H,A) — HY(G,A) .

On a CoroRes = n, d’ou:

Proposition 9. 8i (G : H) = n, le noyau de Res : H(G,A) — HI(H, A) est
annulé par n.

Corollaire. Si (G : H) est premier d p, Res est injectif sur la composante
p-primaire de H1(G, A).

[Ce corollaire s’applique notamment au cas ol H est un p-groupe de Sylow
de G

Lorsque (G : H) est fini, le corollaire résulte directement de la proposition
précédente. On se raméne & ce cas en écrivant H comme intersection de sous-
groupes ouverts, et appliquant la prop. 8.

Exzercice.
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes profinis.
(a) Soit p un nombre premier. Prouver ’équivalence des propriétés suivantes:
(1,) L’indice de f(G) dans G’ est premier & p.
(2,) Pour tout G'-module p-primaire A, ’homomorphisme H'(G', A) — H'(G, A)
est injectif.
[Se ramener au cas oi G et G’ sont des pro-p-groupes.|
(b) Démontrer I’équivalence de:
(1) f est surjectif.
(2) Pour tout G'-module A, 'homomorphisme H Y@, A) — HY(G, A) est injectif.
(3) Méme énoncé que (2), en se bornant aux G'-modules A qui sont finis.
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2.5. Modules induits

Soit H un sous-groupe fermé du groupe profini G, et soit A € Cy. Le module
induit A* = M2 (A) est défini comme 1’ensemble des applications continues a*
de G dans A telles que a*(hz) = h-a*(z) si h € H, z € G. Le groupe G opére
sur A* par la formule:
(9a*)(z) = a™(zg) -

Pour H = {1}, on écrit Mg A, les G-modules ainsi obtenus sont appelés induits
(“co-induits” dans la terminologie de {145]).

Si I'on associe & tout a* € MH(A) sa valeur au point 1, on obtient un
homomorphisme Mg (A) — A qui est compatible avec I'injection de H dans G
(cf. n° 2.4); d’ou des homomorphismes

H(G,M{(A)) — H(H,4) .

Proposition 10. Les homomorphismes H4(G, M¥ (A)) — H9(H, A) définis ci-
dessus sont des isomorphismes.

On note d’abord que, si B € Cg, on a Hom® (B, M¥ (A)) = Hom" (B, A). On
en tire le fait que le foncteur Mg transforme injectifs en injectifs. Comme d’autre
part il est exact, la proposition en résulte, par un théoréme de comparaison
standard.

Corollaire. La cohomologie d’un module induit est nulle en dimension > 1.

C’est le cas particulier H = {1}.

La proposition 10, due & Faddeev et Shapiro, est trés utile: elle permet de
ramener la cohomologie d’un sous-groupe a celle du groupe. Indiquons comment
on peut, de ce point de vue, retrouver les homomorphismes Res et Cor:

(a) Si A € Cg, on définit un G-homomorphisme injectif
i: A— ME(A)
en posant:
i(a)(z) =z a.
Par passage a la cohomologie, on vérifie que I’on obtient la restriction
Res : HY(G, A) — HY(G,MHZ(A)) = HY(H, A) .
[Pour H = {1}, on a donc obtenu un foncteur d’effacement, souvent utile.]

(b) Supposons H ouvert dans G, et soit A € Cg. On définit un G-

homomorphisme surjectif
m: ME(A) — A

en posant:
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formule qui a un sens puisque z-a*(z~!) ne dépend que de la classe de x mod H.
Par passage a la cohomologie, 7 donne la corestriction

Cor : HY(H, A) = HY(G, MZ(A)) — HI(G,A) .

En effet, ¢’est 14 un morphisme de foncteurs cchomologiques qui coincide avee
la trace en dimension zéro.

Exercices.

1) On suppose H distingué dans G. Si A € Cg, on fait opérer G sur M§ (A) en
posant

‘a*(z) =g-a’(g7'2) .

Montrer que H opére trivialement, ce qui permet de considérer que G/H opére sur
MY (A); montrer que les opérations ainsi définies commutent aux opérations de G
définies dans le texte. En déduire, pour chaque entier ¢, une opération de G/H sur
HY(G,M¥E(A)) = HY(H,A). Montrer que cette opération coincide avec l'opération
naturelle (cf. n° suivant).

Montrer que M (A) est isomorphe & Mg su{A) si H opére trivialement sur A. En
déduire, lorsque (G : H) est fini, les formules:

Ho(G/H,ME(A)=A et Hi(G/H,MZ(A) =0 pouri>1.

2) On suppose que (G : H) = 2. Soit € I'homomorphisme de G sur {+1} de noyau H.
En faisant opérer G sur Z par €, on obtient un G-module Z.
(a) Soit A € Cg, et soit Ac = A ® Z.. Montrer que l'on a une suite exacte de
G-modules:
0— A— MEA) — A — 0.

{b) En déduire la suite exacte de cohomologie

. — HY(G,A) 25 HY(H,4) =5 HY(G, A) 5 HYY(G,4) — -,

et montrer que, si z € H*(G, A.), on a §(z) = e -  (cup-produit), ol e est un élément
de HY(G,Z.) que Pon explicitera.

{(c) Application au cas ot 2:- A =0, d’ott A; = A.

[Ceci est Panalogue profini de la suite exacte de Thom-Gysin pour les revétements
de degré 2, un tel revétement étant identifié & un fibré en spheéres de dimension 0.]

2.6. Compléments

On laisse au lecteur le soin de traiter les points suivants (qui seront utilisés dans
la suite):
a) Cup produits

Propriétés variées, notamment par rapport aux suites exactes. Formulaire:

Res(z - y) = Res(z) - Res(y)
Cor(zx - Res(y)) = Cor(z) - y .
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b) Suite spectrale des extensions de groupes

Si H est un sous-groupe distingué fermé de G, et si A € Cq, le groupe G/H
opere de facon naturelle sur les HI(H, A), et ces opérations sont continues. On
a une suite spectrale:

H?(G/H,HY(H, A)) = H"(G,A) .
En basses dimensions, cela donne la suite exacte

0 — HYG/H,A") — HYG, A)

— HY(H, A)°/H — H*(G/H, A") — H*(G, A) .

Ezercices (relations entre cohomologie des groupes discrets et des groupes profinis).

1) Soit G un groupe discret, et soit G — K un homomorphisme de G dans un
groupe profini K. On suppose que 'image de G est dense dans K. Pour tout M € Ck,
on a des homomorphismes

Hq(KrM)_’Hq(GvM)) g2>0.

On se bornera & la sous-catégorie C'x de Cx formée des M finis.

(a) Montrer ’équivalence des quatre propriétés suivantes:

A,. HI(K,M) — H(G, M) est bijectif pour g < n et injectif pour ¢ = n+1 (quel
que soit M € Cy).

B.. HY(K, M) — HG, M) est surjectif pour tout g < n.

C,.. Pour tout x € HY(G,M), 1 < g < n, il existe un M’ € Ck contenant M tel
que = donne 0 dans HY(G,M").

D,.. Pour tout x € H*(G, M), 1 < g € n, il eziste un sous-groupe Go de G, image
réciproque d’un sous-groupe ouvert de K, tel que x induise zéro dans H(Go, M).

[Les implications A, = B, = C, sont immédiates, de méme que B, = Dj,.
L’implication C,, = A, se démontre par récurrence sur n. Enfin, D,, = C,, se démontre
en prenant pour M’ le module induit M5 (M).]

(b) Montrer que Ag, ..., Do sont vraies. Montrer que, si K est égal au groupe
profini G associé & G, les propriétés A,, ..., D; sont vraies. N

(c) On prend pour G le groupe discret PGL(2, C); montrer que G = {1} et que
H?*(G,Z/2Z) # 0 [utiliser Vextension de G fournie par SL(2, C)]. En déduire que G ne
vérifie pas Ag.

(d) Soit Ko un sous-groupe ouvert de K, et Go son image réciproque dans G.
Montrer que, si G — K vérifie A,, il en est de méme de Go — Kj, et réciproquement,

2) [Dans ce qui suit, on dira que “G vérifie A,,” si I'application canonique G — G
vérifie A,.. Un groupe sera dit “bon” s’il vérifie A, pour tout n.]

Soit E/N = G une extension d’un groupe G vérifiant Az.

(a) On suppose d’abord N fini. Soit I le commutant de N dans E. Montrer que
I est d’indice fini dans E; en déduire que I/(I N N) vérifie Az [appliquer 1, (d)], puis
qu'il existe un sous-groupe Eg d’indice fini de E tel que Eg NN = {1}.

(b) On suppose a partir de maintenant que N est de type fini. Montrer (en util-
isant (a)) que tout sous-groupe d’indice fini de N contient un sous-groupe de la forme
Eo N N, oit Ep est d’indice fini dans E. En déduire une suite exacte:

1—»&———»@-—»6——*1.
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{c) On suppose en outre que N et G sont bons, et que les HY(N, M) sont finis
pour tout E-module fini M. Montrer que F est bon [comparer les suites spectrales de
E/N =Getde E/N =G].

(d) Montrer qu’une extension successive de groupes libres de type fini est un bon
groupe. Application aux groupes de tresses (“braid groups”).

{e) Montrer que SL(2, Z) est un bon groupe {on pourra utiliser le fait qu'il contient
un sous-groupe libre d’indice fini].

[On peut montrer que SL,(Z) n’est pas bon si n > 3.
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3.1. La p-dimension cohomologique

Soit p un nombre premier, et soit G un groupe profini. On appelle p-dimension
cohomologique de G, et on note cd,(G), la borne inférieure des entiers n vérifiant
la condition suivante:

(x). Pour tout G module discret de torsion A, et tout ¢ > n, la composante
p-primaire de H9(G, A) est nulle.

(Bien entendu, s'il n’existe aucun entier n vérifiant cette condition, on a
cd,(G) = +00.)

On pose cd(G) = sup cd,(G): c’est la dimension cohomologique de G.

Proposition 11. Soit G un groupe profini, soit p un nombre premier, et soit n
un entier. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(1) cdp(G) < n.

(i) On a HI(G, A) = 0 pour tout ¢ > n et tout G-module discret A qui est
un groupe de torsion p-primaire.

(iti) On a H" (G, A) = 0 lorsque A est un G-module discret simple annulé

par p.

Soit A un G-module de torsion, et soit A = @ A(p) sa décomposition canon-
ique en composantes p-primaires. On voit facilement que H%(G, A(p)) s’identifie
4 la composante p-primaire de H?(G, A). L’équivalence de (i) et (ii) en résulte.
L’implication (ii) => (iii) est triviale. D’autre part, si (iii) est vérifié, un argument
de dévissage immédiat montre que H"*!(G, A) = 0 lorsque A est fini, et annulé
par une puissance de p; par limite inductive (cf. prop. 8, cor. 2) le méme résultat
s’étend 3 tout G-module discret A qui est un groupe de torsion p-primaire. On
en déduit (ii) en raisonnant par récurrence sur ¢: on plonge A dans le module
induit Mg (A), et on applique P'hypothése de récurrence & Mg(A)/A, qui est
encore un module de torsion p-primaire.

Proposition 12. Supposons que cdy,(G) < n, et soit A un G-module discret
p-divisible (i.e. tel que p : A — A soit surjectif). La composante p-primaire de
H9(G, A) est alors nulle pour ¢ > n.

La suite exacte
0—A, — A 2,4-—0

fournit la suite exacte
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HY(G, A,) — HY(G, A) -5 HY(G, A) .

Pour ¢ > n, on a HY(G, A,) = 0 par hypothese. La multiplication par p est donc
injective dans H?(G, A), ce qui signifie bien que la composante p-primaire de ce
groupe est réduite a 0.

Corollaire. i cd{(G) < n, et si A € Cg est divisible, on a H¥(G, A) = 0 pour
g > n.

3.2. Dimension cohomologique stricte

Gardons les mémes hypotheses et notations que ci-dessus. La p-dimension coho-
mologique stricte de G, notée scd,(G), est la borne inférieure des entiers n tels
que:

(x+) Pour tout A € Cg, on a HY(G, A)(p) = 0 pour ¢ > n.

[C’est la méme condition que (*), & cela prés qu'on ne suppose plus que A
soit un module de torsion.]

On pose encore scd(G) = supscdy(G); c’est la dimension cohomologique
stricte de G.

Proposition 13. scdp(G) est égal ¢ cdp(G) ou d cdp(G) + 1.
11 est clair que scdp(G) > cdp(G). 1l faut donc prouver que
scdy(G) < edp(G) + 1.

Soit A € Cg, et formons la décomposition canonique du morphisme p: A — A.
Elle consiste en deux suites exactes:

0—N—>A—1I-—90,
0— ] —5A4A—Q—0,

avec N = A,, I = pA, Q = A/pA, le composé A — I — A étant la multiplication
par p.

Soit ¢ > ¢d,(G) +1. Comme N et Q sont des groupes de torsion p-primaires,
on a H(G,N) = H""}(G,Q) = 0. Il en résulte que

HYG,A) — HYG,I) et HIYG,I)— HIG,A)
sont injectifs. La multiplication par p dans H(G, A) est donc injective, ce qui
signifie que H9(G, A)(p) = 0, et démontre que scd,(G) < ¢dp(G) + 1, cqfd.

Ezemples. R

1) Prenons G = Z. On a cdg(G) = 1 pour tout p (c’est immédiat, cf.
par exemple [145], p. 197, prop. 2). D’autre part, H2(G,Z) est isomorphe &
HYG,Q/Z) = Q/Z, d'ot scd,(G) = 2.
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2) Soit p # 2, et soit G le groupe des transformations affines = — ax + b,
avec b € Zp, et a € U, (groupe des unités de Z,). On peut montrer que
cdp(G) = sedp(G) = 2 [utiliser la prop. 19 du n° 3.5].

3) Soit {_ un nombre premier, et soit G¢ le groupe de Galois de la cléture
algébrique Q,; du corps f-adique Q;. Tate a montré que I'on a cdp(G,) =
scdp(Ge) = 2 pour tout p, cf. chap. II, n® 5.3.

Exercice.
Montrer que scdp(G) ne peut pas étre égal a 1.

3.3. Dimension cohomologique des sous-groupes et des
extensions

Proposition 14. Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe profini G. On a

cdp(H) < cdp(G)
scdp(H) < sedp(G)

avec égalité dans chacun des cas suivants:
(i) (G : H) est premier d p.
(ii) H est ouvert dans G, et cdp(G) < +00.

On ne s’occupera que de cdp, le raisonnement étant analogue pour scd,,. Si A

est un H-module discret de torsion, M} (A) est un G-module discret de torsion
et H1(G, MH (A)) = H1(H, A), d’ot évidemment l'inégalité

cdp(H) < cdp(G) .
L’inégalité en sens inverse résulte, dans le cas (i), du fait que Res est in-
jectif sur les composantes p-primaires (corollaire a la proposition 9). Dans le
cas (ii), posons n = ¢dp(G), et soit A un G-module discret de torsion tel que

H™(G, A)(p) # 0. On va voir que H"(H, A)(p) # 0, ce qui montrera bien que
cd,(H) = n. Pour cela, il suffit de prouver le lemme suivant:

Lemme 4. L’homomorphisme Cor: H"(H, A) — H™(G, A) est surjectif sur les
composantes p-primaires.

En effet, soit A* = MJ(A), et soit w : A* — A 'homomorphisme défini au
n° 2.5, b). Cet homomorphisme est surjectif, et son noyau B est de torsion. On
a donc H™*1(G, B)(p) = 0, ce qui montre que

H"*(G,A*) — H™G, A)

est surjectif sur les composantes p-primaires. Comme cet homomorphisme s’iden-
tifie & la corestriction (cf. n°® 2.5), le lemme en résulte.

Corollaire 1. Si G, est un p-groupe de Sylow de G, on a
cdy(G) = cdp(Gp) = cd(Gp) et scdy(G) = scdy(Gp) = scd(Gy) -
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Clest évident.

Corollaire 2. Pour que cdp(G) = 0 il est nécessaire et suffisant que Uordre de
G soit premier a p.

C'est évidemment suffisant. Pour montrer que c’est nécessaire, on peut sup-
poser que G est un pro-p-groupe (cf. cor. 1). Si G # {1}, il existe un homomor-
phisme continu de G sur Z/pZ, d’aprés une propriété élémentaire des p-groupes
(cf. par exemple [145], p. 146). On a alors H(G,Z/pZ) # 0, d’oli ¢d,(G) > 1.

Corollaire 3. Sicdp(G) # 0,00, Uexposant de p dans U'ordre de G est infini.

Ici encore, on peut supposer que G est un pro-p-groupe. Si G était fini, la par-
tie (ii) de la proposition montrerait que c¢d,(G) = cdp({1}) = 0, contrairement
a hypothése. Donc G est infini.

Corollaire 4. Supposons que cdp(G) = n soit fini. Pour que scdp(G) = n, il
faut et il suffit que la condition suivante soit vérifice:
Pour tout sous-groupe ouvert H de G, on a H"*(H,Z)(p) = 0.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle est vérifiée, on
a H*(G, A)(p) = 0 pour tout G-module discret A qui est isomorphe & un
ME(Z™), avec m > 0. Mais tout G-module discret B de type fini sur Z est
isomorphe & un quotient A/C d’un tel A (prendre pour H un sous-groupe ouvert
distingué de G opérant trivialement sur B). Comme H"*?(G, C)(p) est nul, on
en déduit que H™+t1(G, B)(p) = 0, et par passage a la limite ce résultat s’étend
a tout G-module discret, cqfd.

La prop. 14 admet le complément suivant:

Proposition 14’. Si G est sans p-torsion, et si H est un sous-groupe ouvert de G,
on a
cdp(G) = cdp(H) et scdp(G) = sedp(H) .

Vu la prop. 14, tout revient & montrer que cd,(H) < oo entraine c¢dp(G) < oo; voir
la-dessus [149)], ainsi que [151], p. 98, et Haran [66].

Proposition 15. Soit H un sous-groupe distingué fermé d’un groupe profini G.
On a Uinégalité:
cdp(G) < cdy(H) +cdp(G/H) .

On utilise la suite spectrale des extensions de groupes:
Eyl = HY(G/H,H (H, A)) = H"(G, A) .
Soit donc A un G-module discret de torsion, et prenons
n > cdp(H) + cdp(G/H) .

Sii+j = n, on a, soit i > cdp(G/H), soit j > cdp(H), et la composante
p-primaire de E3” est nulle dans les deux cas. D’ou la nullité de la composante
p-primaire de H™*(G, A), cqfd.
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Remarque.
Supposons que n = cd,(H) et m = cd,(G/H) soient finis. La suite spectrale
fournit alors un isomorphisme canonique:

H™"t™(G, A)(p) = H™(G/H, H™(H, A))(p) .

Cet isomorphisme permet de donner des conditions pour que c¢dy(G) soit €gal &
cdp(H) + cdp(G/H), cf. n° 4.1

Ezercices.
1) Montrer que, dans assertion (ii) de la prop. 14, on peut remplacer '’hypothése
“H est ouvert dans G” par la suivante “I’exposant de p dans (G : H) est fini”.

2) Les notations étant celles de la proposition 15, on suppose que P'exposant de
p dans (G : H) n'est pas nul (i.e. cdp(G/H) # 0). Montrer que P'on a l'inégalité
scdp(G) < cdp(H) + scdp(G/H).

3) Soit m un entier. On suppose que, pour tout sous-groupe ouvert H de G, les
composantes p-primaires de H"t!(H,Z) et H"2(H,Z) sont nulles. Montrer que

scdp(G) < n .

[Si G, est un p-groupe de Sylow de G, on montrera que H""H(G,,,Z/pZ) =0, et on
appliquera la prop. 21 du n° 4.1 pour prouver que cd,(G) < n.]

3.4. Caractérisation des groupes profinis G tels que
cd,(G) <1

Soit1 — P — E 5 W — 1 une extension de groupes profinis. Nous dirons qu’un
groupe profini G posséde la propriété de relévement pour 'extension précédente
si tout morphisme f : G — W se reléve en un morphisme f': G — E (i.e. s'il
existe f' tel que f = wo f’). Cela équivaut & dire que 'extension

l1—P —Ef—G-—1,

image réciproque de E par f, est scindée (i.e. admet une section continue
G — Ey qui est un homomorphisme).

Proposition 16. Soit G un groupe profini et soit p un nombre premier. Les
propriétés sutvantes sont équivalentes:

(i) edp(G) £ 1.

(ii) Le groupe G posséde la propriété de relévement pour les extensions
1> P - E > W —1o0uE est fini, et ot P est un p-groupe abélien an-
nulé par p.

(ii bis) Toute extension de G par un p-groupe abélien fini annulé par p est
scindée.

(iii) Le groupe G posséde la propriété de relévement pour les extensions
1> P—E—-W—1otP est un pro-p-groupe.

(iii bis) Toute extension de G par un pro-p-groupe est scindée.

(1l s’agit, bien entendu, d’extensions dans la catégorie des groupes profinis.)
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1l est clair que (iii) < (iii bis) et que (ii bis} = (ii). Pour prouver que
(ii) = (ii bis), considérons une extension

l1—P —E—G-—1

de G par un p-groupe abélien fini P annulé par p. Choisissons un sous-groupe
ouvert normal H de Eg tel que H N P = 1; la projection Fy — G identifie H &
un sous-groupe ouvert normal de G. Posons £ = Ey/H et W = G/H. On a une
suite exacte

1—-P—E—W-—71.

D’aprés (ii), le morphisme G — W se releve & E. Comme le carré
Eo — G

Lol

E —W

est cartésien, on en déduit que G se reléve dans Ey, i.e. que Ep est scindée. D’ol
(ii bis).

La correspondance entre éléments de H%(G, A) et classes d’extensions de G
par A (cf. n°® 2.3) montre que (i) < (ii bis). On a (iii bis) = (ii bis) trivialement.
Reste donc & montrer que (ii bis) entraine (iii bis). On s’appuie pour cela sur le
lemme suivant:

Lemme 5. Soit H un sous-groupe fermé distingué d’un groupe profini E, et soit
H' un sous-groupe ouvert de H. Il existe alors un sous-groupe ouvert H"” de H,
contenu dans H', et distingué dans E.

Soit N le normalisateur de H' dans E, c’est-a-dire ’ensemble des x € E tels
que zH'z~! = H'. Comme z H'z~! est contenu dans H, on voit que N est
Pensemble des éléments qui appliquent un compact (3 savoir H') dans un ouvert
(3 savoir H’, considéré comme sous-espace de H). Il s’ensuit que N est ouvert,
donc que les conjugués de H' sont en nombre fini. Leur intersection H” répond
aux condition posées.

Revenons maintenant & la démonstration de (ii bis) = (iii bis). Soit
1 » P - FE — G — 1 une extension de G par un pro-p-groupe P. Soit X
Pensemble des couples (P, s), ot P’ est fermé dans P et distingué dans E, et
oil s est un relévement de G dans I'extension

1—P/PP—E/PP—G—1.

Comme au n° 1.2, on ordonne X en convenant que (P{, s}) > (P3,s5) si P{ C P
et si sy est le composé de s; avec la projection E/P] — E/P;. L’ensemble X est
inductif. Soit (P, s) un élément mazimal de X; tout revient & montrer que ’on
aP =1

Soit E, I'image réciproque de s(G) dans E. On a une suite exacte

1—P —E,—G-——1,
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Si P’ # 1, le lemme 5 montre qu’il existe un sous-groupe ouvert P” de P’,
distinct de P’, et distingué dans E. Par dévissage (P’/P’ étant un p-groupe),
on peut supposer que P’/P" est abélien et annulé par p. Vu (ii bis), 'extension

1— P/P'— E/P'" —G—1

est scindée. D’ol un reléevement de G dans E;/P" et a fortiori dans E/P”. Ceci
contredit le caractére maximal de (P’,s). On a donc bien P’ = 1, ce qui achéve
la démonstration.

Corollaire. Un pro-p-groupe libre F(I) est de dimension cohomologique < 1.

Vérifions par exemple la propriété (iii bis). Soit E/P = G une extension
de G = F(I) par un pro-p-groupe P, et soient z; les générateurs canoniques
de F(I). Soit u : G — E une section continue passant par I'élément neutre
(cf. prop. 1), et soient e; = s(x;). Puisque les z; tendent vers 1, il en est de
méme des e;, et la prop. 5 montre qu’il existe un morphisme s : G — E tel que
s(z;) = e;. L’extension FE est donc scindée, cqfd.

Exzercices.

1) Soit G un groupe et soit p un nombre premier. Considérons la propriété suivante:

(#p). Pour toute extension 1 - P = E — W — 1, oit E est fini et ol P est
un p-groupe, et pour tout morphisme surjectif f : G — W, il existe un morphisme
surjectif f': G — E qui reléve f.

(a) Montrer que cette propriété équivaut a la conjonction des deux suivantes:

(1p). edp(G) £ 1.

(2p). Pour tout sous-groupe ouvert distingué U de G, et tout entier N > 0, il existe
21,...,2nv € HY(U,Z/pZ) tels que les éléments s(z;) (s € G/U, 1 < i < N) soient
linéairement indépendants sur Z/pZ.

[On commencera par montrer qu’il suffit d’exprimer (*,) dans les deux cas suivants:
(i) tout sous-groupe de E se projetant sur W est égal & E; (ii) E est produit semi-direct
de W par P, et P est un p-groupe abélien annulé par p. Le cas (i) équivaut & (1,) et
le cas (ii) & (2p).]

(b) Montrer que, pour vérifier (2;), il suffit de considérer les sous-groupes U assez
petits (i.e. contenus dans un sous-groupe ouvert fixé).

2) (a) Soient G et G’ deux groupes profinis vérifiant (*,) pour tout p. On sup-
pose qu'il existe une base (G,,) (resp. (G;,)) de voisinages de I’élément neutre dans G
(resp. G) formée de sous-groupes ouverts distingués tels que G/Gr (resp. G'/GY,) soit
résoluble pour tout n. Montrer que G et G’ sont isomorphes.

[On construira par récurrence sur n deux suites décroissantes (H,), (H,), avec
H, C G., H., C G4, H, et H!, ouverts distingués dans G et G, et une suite cohérente
(f») d’isomorphismes G/H, — G'/H}, |

(b) Soit L le groupe libre (non abélien) engendré par une famille dénombrable
d’éléments (z;); soit Lres = lim L/N, pour N distingué dans L, contenant presque
tous les x;, et tel que L/N soit résoluble et fini. Montrer que Lres €st un groupe pro-
résoluble (i.e. limite projective de groupes résolubles finis) métrisable qui vérifie (*;)
pour tout p; montrer, en utilisant (a), que tout groupe profini vérifiant ces propriétés

est isomorphe a Zres.
[Cf. Iwasawa, [75].]

3) Soient G un groupe fini, $ un p-groupe de Sylow de G, et N le normalisateur de
S dans G. On suppose que S a la “propriété d’intersection triviale”, i.e. SNgSg~1=1
sigg N.
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(a) Si A est un G-module fini p-primaire, montrer que l’application
Res: H'(G, A) — H'(N, A) = H'(S, A)N/®

est un isomorphisme pour tout ¢ > 0. [Utiliser la caractérisation de 'image de Res
donnée dans {25], Chap. XII, th. 10.1]

(b) Soit 1 —» P — E' — G — 1 une extension de G par un pro-p-groupe P. Montrer
que tout relevement de N dans E se prolonge en un relévement de G. [Se ramener au
cas oll P est commutatif fini, et utiliser (a) avec i = 1,2]

4) Donner un exemple d’extension 1 — P —+ E — G — 1 de groupes profinis ayant
les propriétés suivantes:

(i) P est un pro-p-groupe.

(i1) G est fini.

(iii) Un p-groupe de Sylow de G se reléeve dans E.

(iv) G ne se reléve pas dans E
[Pour p > 5, on peut prendre G = SLy(Fp), E = SL3(Zy[w]), ol w est une racine
primitive p-iéme de 'unité.]

3.5. Module dualisant

Soit G un groupe profini. Nous noterons Cé (resp. C%) la catégorie des G-
modules discrets A qui sont des groupes finis (resp. des groupes de torsion).
La catégorie C§ s'identifie & la catégorie lim C% des limites inductives d’objets
de C(f;.

On désignera par (Ab) la catégorie des groupes abéliens. Si M € (Ab) on
posera M* = Hom(M,Q/Z), et on munira ce groupe de la topologie de la
convergence simple (Q/Z étant considéré comme discret). Lorsque M est un
groupe de torsion (resp. un groupe fini), son dual M* est profini (resp. fini). On
obtient ainsi (cf. n® 1.1, exemple 4) une équivalence (“dualité de Pontrjagin”)
entre la catégorie des groupes abéliens de torsion et la catégorie opposée a celle
des groupes profinis commutatifs.

Proposition 17. Soit n un entier > 0. Faisons les hypothéses suivantes:

(a) cd(G) < n.

(b) Pour tout A € Cé, le groupe H™(G, A) est fini.

Alors le foncteur A — H™(G, A)* est représentable sur Cé par un élément I
de C§.

[En d’autres termes, il existe I € C% tel que les foncteurs Hom®(4,I) et
H™(G, A)* soient isomorphes pour A parcourant C’é]

Posons S{A) = H*(G, A) et T(A) = H*(G, A)*. L’hypothése (a) montre que
S est un foncteur covariant et exact & droite de C(f; dans (Ab); I'hypothése (b)
montre qu’il prend ses valeurs dans la sous-catégorie (Abf) de (Ab) formée
des groupes finis. Comme le foncteur * est exact, on en déduit que T est un
foncteur contravariant exact a gauche de Cé dans (Ab). La prop. 17 est alors
une conséquence du lemme suivant;:
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Lemme 6. Soit C une catégorie abélienne noethérienne, et soit T : C® — (Ab)
un foncteur contravariant exact a droite de C dans (Ab). Le foncteur T est alors
représentable par un objet I de m C.

Ce résultat se trouve dans un exposé Bourbaki de Grothendieck [61], ainsi
que dans la thése de Gabriel ([52], Chap. II, n° 4). Rappelons le principe de la
démonstration:

Un couple (A, 1), avec A € C et z € T(A), est dit minimal si z n’appartient
3 aucun T(B), ol B est un quotient de A distinct de A (si B est un quotient
de A, on identifie T(B) a un sous-groupe de T(A)). Si (4',z') et (A, z) sont
des couples minimaux, on dit que (A’,z’) est plus grand que (A, z) s’il existe
un morphisme u : A — A’ tel que T'(u)(z') = z (auquel cas on vérifie que u
est unique). L’ensemble des couples minimaux est un ordonné filtrant, et I'on
prend I = lim A suivant cet ordonné filtrant. Si I'on pose T'(J) = Jim T'(A), les
z définissent un élément canonique ¢ € T([). Si f : A — I est un morphisme,
on fait correspondre & f 1'élément T'(f)(i) de T(A), et 'on obtient un homo-
morphisme de Hom(A, I) dans T'(A). On vérifie sans difficultés (c’est tout de
méme la qu’intervient ’hypothése noethérienne) que cet homomorphisme est un
isomorphisme.

Remarques.
1) Ici, T'(I) est simplement le dual (compact) du groupe de torsion H™(G, I)
et 1’élément canonique ¢ € T'(J) est un homomorphisme

i HG,I) — Q/Z .

L’application Hom®(A4,I) — H"(G, A)* s'obtient en faisant correspondre &
f € Hom®(A, I) ’homomorphisme

H™G, A) -1 HMG, 1) - Q/Z .

2) Le module I est appelé le module dualisant de G (pour la dimension n).

1l est déterminé 3 isomorphisme prés; plus précisément, le couple (I,i) est
déterminé & isomorphisme unigue prés.

3) Si l'on s’était restreint aux G-modules p-primaires, on n’aurait eu besoin
que de Phypothése cd,(G) < n.

4) Par passage 4 la limite, on déduit de la prop. 17 que, si A € C§, le groupe
H"(G, A) est dual du groupe compact HomG(A,I ), la topologie de ce dernier
groupe étant celle de la convergence simple. Si I'on pose A= Hom(A,I), et si
I'on considére A comme un G-module par la formule (gf)(a) = g- f(g"'a),on a
Hom®(A,I) = H°(G, Z) et la prop. 17 s’exprime alors comme une dualité entre
H™(G,A) et H°(G, ;47), le premier groupe étant discret, et le second compact.

Proposition 18. Si I est module dualisant pour G, I est aussi module dualisant
pour tout sous-groupe ouvert H de G.
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Si A € Cf, on a ME(A) € CL et H*(G,MH(A)) = H*(H, A). On en
déduit que H™(H, A) est dual de Hom® (Mg (A),I). Mais il est facile de voir
que ce dernier groupe s’identifie fonctoriellement 3 Hom™ (A4, I). 1l s'ensuit que
I est bien le module dualisant de H.

Remargue.

L’injection canonique de Hom®(A, I) dans Hom" (A, I) définit par dualité
un homomorphisme surjectif H"(H, A) — H™(G, A) qui n’est autre que la core-
striction: cela se voit sur Pinterprétation de la corestriction donnée au n° 2.5.

Corollaire. Soit A € Cé. Le groupe A= Hom(A, I) est la limite inductive des
duauz des H*(H, A), pour H parcourant l’ensemble des sous-groupes ouverts
de G (les applications entre ces groupes étant les transposées des corestrictions).

Cela résulte par dualité de la formule évidente

A = lim Hom"(4,1) .

Remarque.

_ On peut préciser ’énoncé précédent en prouvant que les opérations de G sur
A s'obtiennent par passage & la limite a partir des opérations naturelles de G/H
sur H™(H, A), pour H ouvert distingué dans G.

Proposition 19. Supposons n > 1. Pour que scd,(G) = n+1, il faut et il suffit
qu’il existe un sous-groupe owvert H de G tel que I1 contienne un sous-groupe
isomorphe 4 Qp/Z,.

Dire que I¥ contient un sous-groupe isomorphe & Q,/Z, équivaut 3 dire que
Hom(Q,/Zyp, I) # 0, ou encore que H™(H,Qp/Z,) # 0. Mais H™(H,Q,/Z,)
est la composante p-primaire de H™(H, Q/Z), lui-méme isomorphe & H"+1(H,Z)
(utiliser la suite exacte habituelle

0—Z—Q—Q/Z—0
ainsi que ’hypothése n > 1). La proposition résulte donc du cor. 4 a la prop. 14.

Exemples. R

1) Prenons G = Z, n = 1. Soit A € Cf,, et notons o 'automorphisme de A
défini par le générateur canonique de G. On vérifie facilement (cf. {145], p. 197)
que H'(G, A) s’identifie 8 Ag = A/(c — 1)A. On en conclut que le module
dualisant de G est le module Q/Z, avec opérateurs triviaux. On retrouve en
particulier le fait que scd,(G) = 2 pour tout p.

2) Soit Q, la cléture algébrique du corps f-adique Q, et soit G le groupe
de Galois de Q, sur Q;. On a cd(G) = 2, et le module dualisant correspondant
est le groupe u de toutes les racines de 'unité (chap. II, n° 5.2). La proposition
précédente redonne le fait que scdp(G) = 2 pour tout p, cf. chap. II, n° 5.3.



§ 4. Cohomologie des pro-p-groupes

4.1. Modules simples

Proposition 20. Soit G un pro-p-groupe. Tout G-module discret annulé par p
et simple est isomorphe a Z/pZ (avec opérateurs triviaux).

Soit A un tel module. Il est clair que A est fini, et on peut le considérer
comme un G/U-module, ot U est un sous-groupe ouvert distingué convenable
de G. On est ainsi ramené au cas ou G est un p-groupe (fini), cas qui est bien
connu {cf. par exemple [145], p. 146).

Corollaire. Tout G-module discret fini et p-primaire admet une suite de com-
position dont les quotients successifs sont isomorphes ¢ Z/pZ.

C’est évident.

Proposition 21. Soient G un pro-p-groupe et n un entier. Pour que cd(G) < n,
il faut et il suffit que H"*Y(G,Z/pZ) = 0.

Cela résulte des prop. 11 et 20.

Corollaire. Supposons que cd(G) soit égal ¢ n. Si A est un G-module discret
fini, p-primaire, et non nul, on a H*(G,A) # 0.

En effet, d’aprés le corollaire a la prop. 20, il existe un homomorphisme
surjectif A — Z/pZ. Comme c¢d(G) < n, 'homomorphisme correspondant:

H™(G, A) — H™(G,Z/pZ)
est surjectif. Mais la prop. 21 montre que H"(G,Z/pZ) # 0. D’ou le résultat.

La proposition suivante précise la prop. 15:

Proposition 22. Soient G un groupe profini et H un sous-groupe fermé dis-
tingué de G. On suppose que n = cdp(H) et m = c¢dp(G/H) sont finis. On a
légalité
cd,(G)=n+m
dans chacun des deux cas suivants:
(i) H est un pro-p-groupe et H™"(H,Z/pZ) est fini.
(ii) H est contenu dans le centre de G.
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Soit (G/H)' un p-groupe de Sylow de G/H, et soit G’ son image réciproque
dans G. On sait que cdp(G’) < cdp(G) < n+m, et que cdp(G'/H) = m. 1l suffira
donc de prouver que cdp(G’') = n + m, en d’autres termes on peut supposer que
G/H est un pro-p-groupe. On a d’autre part (cf. n° 3.3):

H"*™(G,Z/pZ) = H™(G/H,H"(H,Z/pZ)) .

Dans le cas (i), H"(H,Z/pZ) est fini et non nul (Proposition 21). Il s’ensuit que
H™(G/H,H"(H,Z/pZ)) est non nul (cor. & la prop. 21), d’ot H**™(G, Z/pZ) #
0 et cdp(G) =n +m.

Dans le cas (ii), le groupe H est abélien, donc produit direct de ses sous-
groupes de Sylow Hy. D’aprés la prop. 21, on a H™(Hp,Z/pZ) # 0 et comme
H,, est facteur direct dans H, il s’ensuit que H"(H,Z/pZ) # 0. D’autre part, les
opérations de G/H sur H*(H,Z/pZ) sont triviales. En effet, dans le cas d’un
H9(H, A) quelconque, ces opérations proviennent de 'action de G sur H (par
automorphismes intérieurs) et sur A (cf. [145], p. 124), et ici ces deux actions
sont triviales. En tant que G/H-module, H"(H, Z/pZ) est donc isomorphe &
une somme directe (Z/pZ)(D, 'ensemble d’indices I étant non vide. On a donc:

H™™(G,Z/pZ) = H™(G/H,Z/pZ)'" £ 0,
ce qui achéve la démonstration comme ci-dessus.

FEzxercice. .

Soit G un pro-p-groupe. On suppose que H'(G,Z/pZ) est de dimension finie n;
sur Z/pZ pour tout 1, et que n; = 0 pour 1 assez grand (i.e. cd(G) < +00). On pose
E(G) = 3 (~1)*ny; c’est la caractéristique d’Euler-Poincaré de G.

(a) Soit A un G-module discret, d’ordre fini p®. Montrer que les H*(G, A) sont finis.
Si p™{4) désigne leur ordre, on pose:

X(A) = > (-1¥ni(4) .

Montrer que x(A) = a - E(G).

(b) Soit H un sous-groupe ouvert de G. Montrer que H posséde les mémes propriétés
que G, et que I'on a E(H) = (G : H) - E(G).

(c) Soit X/N = H une extension de G par un pro-p-groupe N vérifiant les mémes
propriétés. Montrer qu’il en est de méme de X et que 'on a E(X) = E(N) - E(G).

(d) Soit G1 un pro-p-groupe. On suppose qu'il existe un sous-groupe ouvert G
de G vérifiant les propriétés ci-dessus. On pose E(G:) = FE(G)/(G: : G). Montrer
que ce nombre (qui n’est plus nécessairement entier) ne dépend pas du choix de G;.
Généraliser (b) et (c).

Montrer que E(G1) ¢ Z => G contient un élément d’ordre p (utiliser la prop. 14').

(e} On suppose que G est un groupe de Lie p-adique de dimension > 1. Montrer,
en utilisant les résultats de M. Lazard ([102], 2.5.7.1) que I'on a E(G) = 0.

(f) Soit G le pro-p-groupe défini par deux générateurs x, y et par la relation z? = 1.
Soit H le noyau de 'homomorphisme f : G — Z/pZ tel que f(z) = 1, f(y) = 0.
Montrer que H est libre de base {z*yz™*}, 0 < i < p— 1. En déduire que E(H) = 1—p
et E(G)=p™' - 1.
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4.2. Interprétation de H': générateurs

Soit. G un pro-p-groupe. Dans toute la suite de ce §, on pose:
HYG) = HYG,Z/pZ) .
En particulier, H'(G) désigne H (G, Z/pZ) = Hom(G, Z/pZ).

Proposition 23. Soit f : Gy — G2 un morphisme de pro-p-groupes. Pour que
f soit surjectif, il faut et il suffit que H(f) : H(Gz) — HY(G1) soit injectif.

La nécessité est claire. Inversement, supposons que f(G1) # Ga. 1l existe
alors un quotient fini P, de G, tel que I'image P; de f(G;) dans P, soit distincte
de P,. On sait (cf. par exemple Bourbaki A 1.73, prop. 12) qu’il existe un sous-
groupe distingué de P,, d’indice p, contenant P;. En d’autres termes, il existe
un morphisme non nul 7 : P, — Z/pZ qui applique P; sur 0. Si 'on considére =
comme un élément de H;(G3), on a m € Ker H!(f), cqfd.

Remargque.

Soit G un pro-p-groupe. Notons G* le sous-groupe de G intersection des
noyaux des homomorphismes continus 7 : G — Z/pZ. On voit facilement que
G* = G? - (G,G), ou (G,G) désigne ’adhérence du groupe des commutateurs
de G. Les groupes G/G* et H'(G) sont duaux 'un de Pautre (le premier étant
compact et le second discret). La prop. 23 peut donc se reformuler ainsi:

Proposition 23 bis. Pour qu’un morphisme Gy — G2 soit surjectif, il faut et
il suffit qu’il en soit méme du morphisme G1/G} — G2/G5 qu’il définit.

Ainsi, G* joue le role d’un “radical”, et la proposition précédente est analogue
au “lemme de Nakayama”, si utile en algébre commutative.

Ezemple.
Si G est le groupe libre F(I) défini au n° 1.5, la prop. 5 montre que H'(G)
s'identifie & la somme directe (Z/pZ))), et G/G* au groupe produit (Z/pZ)!.

Proposition 24. Soit G un pro-p-groupe et soit I un ensemble. Soit
¢: H(G) — (Z/pZ)D

un homomorphisme.
(a) Il existe un morphisme f : F(I) — G tel que 8 = H'(f).
(b) Si 6 est injectif, un tel morphisme f est surjectif.
(c) Si6 est bijectif, et si cd{G) < 1, un tel morphisme f est un isomorphisme.

Par dualité, # définit un morphisme &’ : (Z/pZ)! — G/G* de groupes com-
pacts, d’oll en composant un morphisme F(I) — G/G*. Comme F(I) a la pro-
priété de relévement (cf. n° 3.4), on en déduit un morphisme f : F(I) — G qui
répond évidemment & la question. Si @ est injectif, la prop. 23 montre que f est
surjectif. Si en outre cd(G) < 1, la prop. 16 montre qu’il existe un morphisme
g:G — F(I)tel que fog = 1. Ona H(g)o H(f) = 1. Si 8 = H(f) est bijectif,
il s’ensuit que H'(g) est bijectif, donc que g est surjectif. Comme fog = 1, ceci
montre que f et g sont des isomorphismes, et achéve la démonstration.
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Corollaire 1. Pour qu’un pro-p-groupe G soit isomorphe & un quotient du pro-
p-groupe libre F(I), il faut et il suffit que H(G) ait une base dont le cardinal
soit < Card(I).

En effet, si cette condition est remplie, on peut plonger H'(G) dans (Z/pZ)! ),
et appliquer (b).
En particulier, tout pro-p-groupe est quotient d’un pro-p-groupe libre.

Corollaire 2. Pour qu’un pro-p-groupe soit libre, il faut et il suffit que sa di-
mension cohomologique soit < 1.

C’est nécessaire, on le sait. Réciproquement, si ¢cd(G) < 1, on choisit une
base (e;)ic; de H'(G); cela donne un isomorphisme

6: H'(G) — (2/p2)\",

et la prop. 24 montre que G est isomorphe a F(I).

Indiquons deux cas particuliers du corollaire précédent:

Corollaire 3. Soit G un pro-p-groupe, et soit H un sous-groupe fermé de G.
(a) Si G est libre, H est libre.
(b) Si G est sans torsion et si H est libre, et ouvert dans G, alors G est libre.

L’assertion (a) est immédiate. L'assertion (b) résulte de la prop. 14'.
Corollaire 4. Les pro-p-groupes Fy(I) définis au n°® 1.5 sont libres.

En effet, ces groupes vérifient la propriété de relévement de la prop. 16. Ils
sont donc de dimension cohomologique < 1.

On va préciser un peu le corollaire 1 dans le cas particulier ou I est fini.
Si g1, ..., gn sont des éléments de G, nous dirons que les g; engendrent G
(topologiquement) si le sous-groupe qu’ils engendrent (au sens algébrique) est
dense dans G; il revient au méme de dire que tout quotient G/U, avec U ouvert,
est engendré par les images des g;.

Proposition 25. Soient gy, ..., gn des éléments d’un pro-p-groupe G. Les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(a) g1, --., gn engendrent G.

(b) L’homomorphisme g : F(n) — G défini par les g; (cf. prop. 5) est surjec-
tif.

(c) Les images dans G/G* des g; engendrent ce groupe.

(d) Tout m € HY(G) qui s’annule sur les g; est égal a 0.

L’équivalence (a)<>(b) se voit directement (elle résulte aussi de la prop. 24).
L’équivalence (b)<>(c) résulte de la prop. 23 bis, et (c)<>(d) se déduit de la
dualité reliant H*(G) et G/G*.
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Corollaire. Le nombre minimum de générateurs de G est égal a la dimension
de HY(G).
C’est clair.

Le nombre ainsi défini est appelé le rang de G.

Ezercices.
1) Montrer que, si I est un ensemble infini, Fs(I) est isomorphe & F(2').

2) Pour qu’un pro-p-groupe G soit métrisable, il faut et il suffit que H'(G) soit
dénombrable.

3) Soit G un pro-p-groupe. Posons G = G, et définissons par récurrence G, au
moyen de la formule G, = (Gn-1)". Montrer que les G, forment une suite décroissante
de sous-groupes distingués fermés de G, d’intersection réduite & {1}. Montrer que les
G, sont ouverts si et seulement si G est de rang fini.

4) On note n(G) le rang d’un pro-p-groupe G.
(a) Soit F un pro-p-groupe libre de rang fini, et soit U un sous-groupe ouvert de F.
Montrer que U est un pro-p-groupe de rang fini, et que 'on a I'égalité:

(Y —1=(F:U)n(F)-1).

[Utiliser I’exercice du n® 4.1 en notant que E(F) =1 - n(F)
(b) Soit G un pro-p-groupe de rang fini. Montrer que, si U est un sous-groupe
ouvert de G, U est aussi de rang fini. Démontrer I'inégalité:

n(U) ~1<(G:U)(n(G) - 1) .

[Ecrire G comme quotient d’un pro-p-groupe libre F' de méme rang, et appliquer (a)
a 'image réciproque U’ de U dans F.]

Montrer que, s'il y a égalité dans cette formule pour tout U, le groupe G est
libre. [Méme méthode que ci-dessus. Comparer les filtrations (Fn) et (G.) définies
dans l'exercice 3; montrer par récurrence sur n que la projection FF — G définit par
passage au quotient un isomorphisme de F/F, sur G/G,. En déduire que c’est un
isomorphisme.]

5) Soit G un groupe nilpotent engendré par une famille finie d’éléments {z1,...,zn}.
(a) Montrer que tout élément de (G, G) s’écrit sous la forme:

(z1,11) (®n,yn) ., avecy; €G.

[Raisonner par récurrence sur la classe de nilpotence de G, et utiliser la filtration
centrale descendante C™(G), cf. Bourbaki LIE I1.44.]

Enoncer (et démontrer) un résultat analogue pour les C™(G), m > 2.

(b) On suppose que G est un p-groupe fini. Montrer que tout élément du groupe
G* = G?(@G, G) s’écrit sous la forme

yg(zlvyl)"'(znvyn) ) avec y; GG

6) Soit G un pro-p-groupe de rang fini n, et soit {z1, ..., %, } une famille d’éléments
engendrant topologiquement G.

(a) Soit ¢ : G™ — G T'application (y1,...,yn) — (Z1,11) ' - (Zn,yn). Montrer que
Pimage de ¢ est égale au groupe dérivé (G, G) de G. [Se ramener au cas ol G est fini
et utiliser 'exerc. 5.] En déduire que (G, G) est fermé dans G. Méme énoncé pour les
autres termes de la suite centrale descendante de G.

(b) Montrer (par la méme méthode) que tout élément de G* s’écrit sous la forme
yi(x1,y1) - (Tn,yn), avec yi € G.
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(c) Soit F un groupe fini, et soit f : G — F un homomorphisme de groupes (non
nécessairement continu). Montrer que f est continu, i.e. que Ker(f) est ouvert dans G.
[Utiliser ’exerc. 1 du n°® 1.3 pour montrer que F' est un p-groupe si f est surjectif.
Raisonner ensuite par récurrence sur I'ordre de F. Si cet ordre est égal & p, utiliser (b)
pour montrer que G* est contenu dans Ker(f), qui est donc ouvert. Si cet ordre est > p,
appliquer I'hypothése de récurrence a la restriction de f & G*]

(d) Déduire de (c) que tout sous-groupe d’indice fini de G est ouvert. [Jignore si
cette propriété s’étend & tous les groupes profinis G qui sont topologiquement de type
fini.]

4.3. Interprétation de H?2: relations

Soit F un pro-p-groupe, et soit R un sous-groupe fermé distingué de F. Soient
T1,...,Tn € R. Nous dirons que les r; engendrent R (comme sous-groupe dis-
tingué de F) si les conjugués des r; engendrent (au sens algébrique) un sous-
groupe dense de R. Il revient au méme de dire que R est le plus petit sous-groupe
fermé distingué de F contenant les 7;.

Proposition 26. Pour que les r; engendrent R (comme sous-groupe distingué
de F), il faut et il suffit que tout élément m € H'(R)F/E qui s’annule sur les r;
soit égal a 0.

[On a H'(R) = Hom(R/R*,Z/pZ) et le groupe F/R opére sur R/R* par
automorphismes intérieurs. Il opére donc sur H'(R) ~ c’est un cas particulier
des résultats du n® 2.6.]

Supposons que les conjugués gr; g~ ! des r; engendrent un sous-groupe dense
de R, et soit m un élément du groupe H'(R)F/E tel que 7(r;) = 0 pour tout .
Puisque 7 est invariant par F/R, on a n(gzg~!) = n(x) pour g € Fet z € R.
On en conclut que 7 s’annule sur les gr; g~*, donc sur R, d’oui 7 = 0.

Inversement, supposons cette condition vérifiée, et soit R’ le plus petit sous-
groupe fermé distingué de F' contenant les r;. L’injection R’ — R définit un
homomorphisme f : H!(R) — H'(R’), d’ou par restriction un homomorphisme
f: HY{(R)F — HY(R)F. Si m € Ker(f), 7 s’annule sur R’, donc sur les 7;, et
m = 0 par hypothése. On en conclut que Ker(f) ne contient aucun élément non
nul invariant par F. Vu le corollaire & la prop. 20, ceci entraine Ker(f) = 0, et
la prop. 23 montre que R’ — R est surjectif, d’oit R’ = R, cqfd.

Corollaire. Pour que R puisse étre engendré par n éléments {comme sous-
groupe distingué de F), il faut et il suffit que

dim HY(R)f/R < n .

C’est évidemment nécessaire. Inversement, si dim H'(R)¥/R < n, la dualité
existant entre H'(R) et R/R* montre qu'il existe n éléments r; € R tels que
{ri,7) = 0 pour tout 7 entraine 7 = 0. D’ou le résultat cherché.

Remargue.
La dimension de H!(R)¥/ sera appelée le rang du sous-groupe distingué R.
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On va appliquer ce qui précéde au cas ol F est égal au pro-p-groupe li-
bre F(n), et on posera G = F/R (le groupe G est donc décrit “par générateurs
et relations”).

Proposition 27. Les deur conditions suivantes sont équivalentes:
(a) Le sous-groupe R est de rang fini (comme sous-groupe distingué de F(n)).
(b) H?(G) est de dimension finie.

Si ces conditions sont vérifiées, on a l'égalité:

r=n—h1+h2,

ot 1 est le rang du sous-groupe distingué R, et h; = dim H*(G). (Noter que h;
est le rang du groupe G.)

On applique la suite exacte du n° 2.6, en tenant compte de H*(F(n)) = 0.
On trouve:

0 — HY(G) — HY(F(n)) — HY(R)® -5 H*(G) — 0.

Cette suite exacte montre que H(R)C et H?(G) sont simultanément finis ou
infinis, d’ou la premiére partie de la proposition. La deuxiéme partie résulte aussi
de cette suite exacte (former la somme alternée des dimensions).

Corollaire. Soit G un pro-p-groupe tel que H'(G) et H*(G) soient finis. Soit
I, ..., Tn un systéme minimal de générateurs de G. Le nombre r des relations
entre les T; est alors égal d la dimension de H%(G).

{Les z; définissent un morphisme surjectif F(n) — G, de noyau R, et le rang
de R (comme sous-groupe distingué) est par définition, le “nombre des relations
entre les z;" ]

En effet, ’hypothése suivant laquelle les x; forment un systéme minimal de
générateurs équivaut a dire que n = dim H!(G), cf. corollaire & la prop. 25. La
proposition montre que r = hg, cqfd.

Remarque.

La démonstration de la prop. 27 utilise de fagon essentielle ’homomorphisme
§ : HY(R)® — H%*(G), défini au moyen de la suite spectrale, i.e. par “trans-
gression”. On peut en donner une définition plus élémentaire (cf. Hochschild-
Serre [72]): on part de ’extension

1—R/R* - F/R" —G—1,

A noyau abélien R/R*. Sin : R/R* — Z/pZ est un élément de H!(R)®, = trans-
forme cette extension en une extension E, de G par Z/pZ. La classe de E, dans
H?(G) est alors égale 4 —d(n). En particulier, sous les hypothéses du corollaire,
on obtient une définition directe de 1'isomorphisme

§: HY(R)® — H*(G) .
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4.4. Un théoréeme de Safarevié

Soit G un p-groupe fini. Soit n(G) le nombre minimum de générateurs de G,
et 7(G) le nombre de relations entre ces générateurs (dans le pro-p-groupe libre
correspondant). On vient de voir que n(G) = dim H(G) et r(G) = dim H(G).

[On pourrait aussi faire intervenir le nombre minimum R(G) de relations
définissant G comme groupe discret. Il est trivial que R(G) > r(G), mais je ne
vois aucune raison (pas plus en 1994 qu’en 1964) pour qu'il y ait toujours égalité.]

Proposition 28. Pour tout p-groupe fini G, on a v(G) > n(G). La différence
r(G) — n(G) est égale au rang du groupe H3(G, Z).

La suite exacte 0 —» Z — Z — Z/pZ — 0 fournit la suite exacte de coho-
mologie:

0 — HY(G) — H*(G,Z) -% H*(G,Z) — H?*(G) — H%*(G,Z), — 0,

ott H3(G,Z), désigne le sous-groupe de H3(G,Z) formé des éléments annulés
par p. Comme G est fini, tous ces groupes sont finis, et en faisant le produit
alterné de leurs ordres, on trouve 1. Ceci donne I'égalité:

7(G)=n(G)—t, avect=dimH*G,Z),.

1l est clair que ¢ est aussi le nombre de facteurs cycliques de H3(G,Z), i.e. le
rang de ce groupe, d’ou la proposition.

Le résultat ci-dessus conduit & se poser la question suivante: la différence
7(G) — n(G) peut-elle étre petite? Par exemple, peut-on avoir 7(G) — n(G) =0
pour de grandes valeurs de n(G)? [Dans les seuls exemples connus, on an(G) =0,
1, 2 ou 3, cf. exerc. 2. Il n’en est rien. Dans [135], en 1962, Safarevi¢ fait la
conjecture suivante:

(*) — La différence 7(G) — n(G) tend vers linfini avec n(G).

Peu de temps apres, Golod et Safarevi¢ [56] ont démontré cette conjecture.

Plus précisément (voir Annexe 3):

Théoréme 1. Si G est un pro-p-groupe fini # 1, on a r(G) > n(G)?/4.
(L’inégalité prouvée dans [56] est légérement moins bonne. Celle donnée ci-
dessus est due & Gaschiitz et Vinberg, cf. {27], Chap. IX.)

La raison pour laquelle Safarevié s'intéressait a cette question était:

Théoréme 2 (cf. [135], [136]). Si la conjecture (*) est vraie (ce qui est le cas),
le probléme classique des “tours de corps de classes” admet une réponse négative,
1.e. il existe des “tours” infinies.

De fagon plus précise:

Théoréme 2. Pour tout p, il existe un corps de nombres k, et une extension
galoisienne infinie L/k qui est non ramifiée et dont le groupe de Galois est un

pro-p-groupe.
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En particulier:

Corollaire 1. Il existe un corps de nombres k tel que toute extension finie de
k ait un nombre de classes divisible par p.

Corollaire 2. Il existe une suite croissante de corps de nombres k;, de degrés
n; — oo et de discriminants D;, tels que |D¢|1/ ™ goit indépendant de 1.

La démonstration du th. 2’ s’appuie sur le résultat suivant:

Proposition 29. Soit K/k une extension galoisienne non ramifiée d’un corps
de nombres k, dont le groupe de Galois G est un p-groupe fini. On suppose que
K n’a aucune extension cycligue non ramifiée de degré p. On note 1 (resp. ry)
le nombre de conjugués réels (resp. complexes) de k. On a alors:

T(G)—n(G)<r1+712.

(Lorsque p = 2, la condition de “non ramification” porte aussi sur les places
archimédiennes.)

Démonstration de la prop. 29 (d’aprés K.Iwasawa [77]). Posons:

Iy = groupe des idéles de K,

Cx = Ix /K™, groupe des classes d'ideles de K,

Uk = sous-groupe de I formé des éléments (z,) tels que z, soit une unité
du corps K, pour toute v non archimédienne,

Ey = K* N Uk, groupe des unités du corps K,

E}. = groupe des unités du corps k,

Clg = Ix/Uk - K* = groupe des classes d’idéaux de K.

On a les suites exactes de G-modules:

0—+UK/EK——+CK—* ClK — 0
0— EK ——-’UK—>UK/EK—->O

Le fait que K n’a pas d’extension cyclique non ramifiée de degré p se traduit,
via la théorie du corps de classes, en disant que Clg est d’ordre premier a p; les
groupes de cohomologie H? (G, Clk) sont donc triviaux. Il en est de méme des
groupes He (G,Uk): cela résulte de ce que K/k est non ramifiée. Appliquant la
suite exacte de cohomologie, on en déduit des isomorphismes

HYG,Cx) — HT(G, Ex) .

D’autre part, la théorie du corps de classes montre que H (G, Ci) est isomorphe
A H 9-2(@,Z). En combinant ces isomorphismes, et en prenant ¢ = —1, on
voit que H=3(G,Z) = HYG, Ex) = Ex/N(Ek). Mais H=3(G,Z) est dual de
H3(G, Z), cf. [25], p. 250, donc a méme rang. Appliquant la prop. 28, on voit que
r(G) — n(G) est égal au rang de Ex/N(Eg). D’aprés le théoréme de Dirichlet, le
groupe Ej; peut étre engendré par ry + ro éléments. Le rang de Ey/N(Ek) est
donc < r; + 12, ce qui démontre la proposition. (Si k ne contient pas de racine
primitive p-iéme de I'unité, on peut méme majorer r(G) — n(G) par r1 +r2 —1.)
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Revenons maintenant au théoréme 2'. Soit k un corps de nombres algébriques
(totalement imaginaire si p = 2) et soit k(p) la plus grande extension galoisienne
non ramifiée de k dont le groupe de Galois G soit un pro-p-groupe. 1l s’agit de
prouver 'existence de corps k tels que k{p) soit infini. Supposons en effet que
k(p) soit fini. En appliquant la proposition précédente & k(p)/k, on voit que 'on
a:

r(G)-n(G)<r+r: <[k: Q.

Or n(G) est facile & évaluer, grace a la théorie du corps de classes: c’est le rang
de la composante p-primaire du groupe Cli. On peut construire des corps k, de
degrés bornés, tels que n(G) — oo. Cela contredit la conjecture (x), cqfd.

Ezxemple.

Prenons p = 2. Soient p1, ..., py des nombres premiers, deux & deux dis-
tincts, et congrus & 1 mod 4. Soit k = Q(y/=p1 ---pn). Le corps k est un corps
imaginaire quadratique. On a r; = 0, 7, = 1. D’autre part, il est facile de voir
que les extensions quadratiques de k engendrées par les \/p;, avec 1 < i < N,
sont non ramifiées et indépendantes. On a donc n{(G) > N et r(G) —n(G) < 1.

Remarque.

Il y a des résultats analogues pour les corps de fonctions d’une variable sur un
corps fini F, (on considére des “tours” oil certaines places fixées se décomposent
completement — comme le font les places archimédiennes pour les corps de nombres).
Cela permet, pour tout g, de construire des courbes projectives irréductibles lisses X;
sur F; ayant les propriétés suivantes (cf. {153], ainsi que Schoof [142]):

(a) Le genre g; de X; tend vers Uinfini.

{(b) Le nombre des F,-points de X; est > c(q)(g: — 1), ot c(q) est une constante > 0
ne dépendant que de g (par exemple c(g) = 2/9 si ¢ = 2, cf. [142]).

Exzercices.
1) Démontrer P'inégalité r(G) > n(G) de la prop. 28 en passant au quotient par le
groupe des commutateurs de G.

2) Soit n un entier. On considére des systémes c(i, j, k) d’entiers, avec 4, j, k € [1,7],
qui sont alternés en (i, 7).

(a) Montrer que, pour tout n ;- 3, il existe un tel systéme jouissant de la propriété
suivante:

(%) — Si des éléments 1, ..., Tn d’une algebre de Lie g de caractéristique p vérifient

les relations
[-Tiyxj] = ZC(i,j, k)xk )
k

on a z; = 0 pour tout i.
b) A tout systeme c(3, j, k), on associe le pro-p-groupe G défini par n générateurs x;,
M
et par les relations
(ziyz5) = Hmz'c(""k) , 1<,
avec (z,y) =zyz 'y L.
Montrer que dim H(G.) = n et dim H*(G.) = n(n — 1)/2.

(c) On suppose p # 2. Montrer que, si le systéme (i, j, k) vérifie la propriété (x)
de (a), le groupe G. correspondant est fini.
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[Filtrer G en posant Gy = G, Gny1 = G - (G, Gr). Le gradué associé gr(G) est une
algébre de Lie sur Z/pZ[r], ot deg(m) = 1. Montrer que 'on a [x;, 5] = Y ¢(4, j, k)m -z
dans gr(G).

En déduire que gr(G){2] = 0, d’ots la finitude de gr(G), et celle de G.]

{d) Comment faut-il modifier ce que précéde lorsque p = 2?

(e) Montrer que le pro-p-groupe engendré par trois générateurs x, y, z liés par les
trois relations

-1 1 -1 1 -1 1
Tyzr =y+p, yzy =Z+p, 2xz ! = gt?

est un groupe fini (cf. J. Mennicke, [106]).

4.5. Groupes de Poincaré

Soit 1 un entier > 1, et soit G un pro-p-groupe. Nous dirons que G est un groupe
de Poincaré de dimension n si G vérifie les conditions suivantes:

(i) HYG)= HYG,Z/pZ) est fini pour tout i.
(i) dim H*(G) = 1.
(iii) Le cup-produit

HY(G) x H**(G) — H™(G), i3> 0 quelconque,
est une forme bilinéaire non dégénérée.

On peut exprimer plus bri¢vement ces conditions en disant que 'algébre
H*(G) est de dimension finie, et vérifie la dualité de Poincaré. Noter que la
condition (iii) entraine que H*(G) = 0 pour i > n. On a donc ¢d(G) = n.

Ezxemples.
1) Le seul groupe de Poincaré de dimension 1 est Z, (& isomorphisme prés).

2) Un groupe de Poincaré de dimension 2 est appelé un groupe de Demuskin
(cf. [147)). Pour un tel groupe, on a dim H%(G) = 1, ce qui montre (cf. n® 4.3)
que G peut étre défini par une seule relation

R(zy,...,zq) =1, ot d=rang(G) =dimH'(G) .

Cette relation n’est d’ailleurs pas quelconque. On peut la mettre sous forme
canonique, cf. Demuskin [43], [44], {45] ainsi que Labute [92]. Par exemple, si
p # 2, on peut prendre:

R:x’l’h(xl,mz)(zg,x4)-v-(wgm_l,xzm) , m=3dimHY(G), h=1,2,---,00,

h
en convenant que zi =1si h = oo.

3) M.Lazard [102] a montré que, si G est un groupe analytique p-adique
de dimension n, compact et sans torsion, alors G est un groupe de Poincaré de
dimension n. Cela fournit une bonne provision de tels groupes (autant - et méme
plus — que d’algebres de Lie de dimension n sur Q).
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Si G est un groupe de Poincaré de dimension n, la condition (i), jointe au
corollaire & la prop. 20, montre que les H*(G, A) sont finis, pour tout A fini.
Comme d’autre part, on a ¢d(G) = n, le module dualisant I de G est défini
(cf. n° 3.5). On va voir qu'il fournit une vraie “dualité de Poincaré”:

Proposition 30. Soit G un pro-p-groupe de Poincaré de dimension n, et soit
I son module dualisant. Alors:

(a) I est isomorphe & Qp/Zy, comme groupe abélien.

(b) L’homomorphisme canonique i : H*(G,I) — Q/Z est un isomorphisme
de H™(G,I) sur Qp/Z, (identifié & un sous-groupe de Q/Z).

(c) Pour tout A € C’é et tout entier i, le cup-produit

HY(G,A) x H* (G, A) — H™(G, 1) = Q,/Z,
met en dualité les deuz groupes finis H'(G, A) et H*~%(G, A).

[On note C’é la catégorie des G-modules discrets finis qui sont p-primaires.
Si A est un G-module, on pose A = Hom(4,I), cf. n® 3.5

La démonstration se fait en plusieurs étapes:

(1) - Dualité lorsque A est annulé par p.
C’est alors un Z/ pZ-espace vectoriel. Son dual sera noté A* (on verra plus
tard qu'il s’identifie & A). Le cup-produit définit pour tout ¢ une forme bilinéaire

HY(G,A) x H" (G, A*) — H™(G) = Z/pZ .

Cette forme est non dégénérée. En effet, c’est vrai lorsque A = Z/pZ par
définition méme des groupes de Poincaré. Vu le corollaire & la prop. 20, il suffit
donc de montrer que, si I'on a une suite exacte 0 - B — A — C — 0, et si notre
assertion est vraie pour B et pour C, elle est vraie pour A. Cela résulte d’un
petit diagramme de type standard. Plus précisément, la forme bilinéaire écrite
ci-dessus équivaut a la donnée d’un homomorphisme

(8 7 Hi(G, A) — Hn_i(G, A*)* y

et dire qu’elle est non dégénérée signifie que o; est un isomorphisme. D’autre
part, on a la suite exacte:

0 —C*— A" —B*—0.

En passant aux suites exactes de cohomologie, et en dualisant, on obtient le
diagramme:

=~ H"YG,C) » H'(G,B) » H(G,A) — H'G,C) — -

L T S

oo o HIYY(G,C*)* - HI(G, B*)* — HI(G, A*)* — HY(G,C*)* — -

avec j =n —i.
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On vérifie, par un simple calcul de cochaines, que les carrés extraits de ce
diagramme sont commutatifs au signe prés [de fagon plus précise, les carrés
marqués + sont commutatifs, et le carré marqué ~ a pour signature (—1)*].
Comme les fleches verticales relatives & B et C sont des isomorphismes, il en est
de méme de celles relatives & A, ce qui démontre notre assertion.

(2) - Le sous-groupe I, de I formé des éléments annulés par p est isomorphe d
Z/pZ.

Prenons A annulé par p. Le résultat que 'on vient de démontrer prouve
que H™(G, A)* est fonctoriellement isomorphe 3 Hom®(A, Z/pZ). D’autre part,
la définition méme du module dualisant montre qu’il est aussi isomorphe a
HomG(A, I,). Vu l'unicité de I’'objet représentant un foncteur donné, on a bien
I, =2Z/pZ.

(3) - Le module dualisant I est isomorphe (comme groupe abélien) & Z/p*Z ou
6 Qp/Zp.

Cela résulte de la relation I, = Z/pZ, et des propriétés élémentaires des
groupes de torsion p-primaires.

(4) - Si U est un sous-groupe ouvert de G, U est un groupe de Poincaré de
dimension n, et Cor : H*(U) — H™(G) est un isomorphisme.

Soit A = MY (Z/pZ). On vérifie facilement que A* est isomorphe & A et la
dualité démontrée dans (1) prouve que H:(U) et H"~*(U) sont duaux I'un de
l'autre. En particulier, dim H*(U) = 1, et comme Cor : H*(U) — H"™(G) est
surjectif (n° 3.3, lemme 4), c’est un isomorphisme. Enfin, il n’est pas difficile de
montrer que la dualité entre H{(U) et H*~*(U) est bien celle du cup-produit.

(5) — Pour tout A € Cé, posons T*(A) = lim HY(U, A), pour U ouvert dans G
(les homomorphismes étant ceux de corestriction). On a alors T*(A) = 0 pour
i # n, et T*(A) est un foncteur ezact en A (& valeurs dans la catégorie des
groupes profinis abéliens).

Il est clair que les T¢ forment un foncteur cohomologique (le foncteur lim
étant exact sur la catégorie des groupes profinis). Pour montrer que 7% = 0 pour
i # n, il suffit donc de le prouver pour A = Z/pZ. Mais alors les H*(U) sont
duaux des H*~4(U), et on est ramené & prouver que lim H’(U) = 0 pour j # 0,
les homomorphismes étant ceux de restriction, ce qui est trivial (et vrai pour
tout groupe profini et tout module).

Une fois démontrée la nullité des T%, i # n, I'exactitude de T™ est automa-
tique.

(6) - Le groupe I est isomorphe 4 Qp/Z,, comme groupe abélien.

On sait que H™(U, A) est dual de Hom" (A, I). En passant & la limite, on
en déduit que T™(A) = lim H™(U, A) est dual de lim Hom"(4,1). Vu (5), le
foncteur Hom(A, I) est exact; cela signifie que I est Z-divisible, et, en comparant
avec (3), on voit qu’il est isomorphe & Q,/Z,.
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(7) - L’homomorphisme H™(G,I) — Qp/Z, est un isomorphisme.

Le groupe des Z-endomorphismes de I est isomorphe & Z, (opérant de
fagon évidente). Comme ces opérations commutent & Paction de G, on voit
que Hom®(I,1) = Z,. Mais d’autre part, Hom®(I,I) est aussi égal au dual de
H™(G,I), cf. n° 3.5. On a donc un isomorphisme canonique H™*(G,I) — Q,/Z,,
et il n’est pas difficile de voir que c’est 'homomorphisme 1.

(8) ~ Fin de la démonstration.

Il reste la partie (c), autrement dit la dualité entre H*(G, A) et H" (G, A).
Cette dualité est vraie pour A = Z/pZ, par hypothése. A partir de 13, on procede
par dévissage, exactement comme dans (1). Il suffit simplement d’observer
que, si0 - A - B — C — 0 est une suite exacte dans CG, la suite
0 - C — B — A — 0 est aussi exacte (cela provient de ce que I est divis-
ible): on peut utiliser le méme genre de diagramme.

Corollaire. Tout sous-groupe ouvert d’un groupe de Poincaré est un groupe de
Poincaré de méme dimension.

On ’a vu en cours de route.

Remarques.

1) Le fait que I soit isomorphe & Q,/Z, montre que A est canoniquement
isomorphe d@ A (comme G-module). On a une excellente dualité.

2) Notons U, le groupe des unités p-adiques (éléments inversibles de Z,).
C’est le groupe des automorphismes de I. Comme G opere sur I, on voit que
cette opération est donnée par un homomorphisme canonique

x:G— U,

Cet homomorphisme est continu; il détermine I (& isomorphisime pres); on peut
dire qu’il joue le réle de ’homomorphisme d’orientation 7; — {+1} de la topolo-
gie. Noter que, puisque G est un pro-p-groupe, x prend ses valeurs dans le sous-
groupe U,(,,l) de U, formé des éléments = 1 mod p. I.’homomorphisme x est I'un
des invariants les plus intéressants du groupe G:

a) Lorsque G est un groupe de Demuskin (i.e. n = 2), G est déterminé a
isomorphisme prés par les deux invariants suivants: son rang, et 'image de x
dans U, cf. Labute {92], th. 2.

b) La dimension cohomologique stricte de G dépend de Im(x):

Proposition 31. Soit G un pro-p-groupe de Poincaré de dimension n, et soit
X : G — U, homomorphisme qui lui est associé. Pour que scd(G) soit égal d
n + 1, il faut et il suffit que l'image de x soit finie.

Dire que Im(y) est finie revient & dire qu’il existe un sous-groupe ouvert U
de G tel que x(U) = {1}. Or cette derniére condition signifie que IV contient
(et est en fait égal &) Qp/Z,. D’ot le résultat, en vertu de la prop. 19.
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Remarque.

La structure du groupe U,(,l) est bien connue: si p # 2, il est isomorphe & Z,,
et si p = 2, il est isomorphe & {£1} x Z; (cf. par exemple [145], p. 220). La
prop. 31 peut donc se reformuler ainsi:

Pour p # 2, scd(G) = n + 1 équivaut & dire que x est trivial.

Pour p = 2, scd(G) = n + 1 équivaut & dire que x(G) = {1} ou {£1}.

Exemple.

Supposons que G soit un groupe analytique p-adique de dimension n, et soit L(G)
son algébre de Lie. D’aprés Lazard ([102], V.2.5.8), la caractere x associé & G est donné
par:

x(s) =det Ad(s) (s € G),
ot Ad(s) désigne Pautomorphisme de L(G) défini par t — sts™'. En particulier, on a
scdp(G) = n + 1 si et seulement si Trad(z) = 0 pour tout z € L(G); c’est le cas si
L(G) est une algébre de Lie réductive.

La proposition suivante est utile dans ’étude des groupes de Demuskin:

Proposition 32. Soit G un pro-p-groupe, et soit n un entier > 1. Supposons
que HY(G) soit fini pour i < n, que dimH™(G) = 1, et que le cup-produit
HY(G) x H"Y(G) — H™(G) soit non dégénéré pour i < n. Si en outre G est
infini, c’est un groupe de Poincaré de dimension n.

1l suffit évidemment de prouver que H™+1(G) = 0. Pour cela, il faut d’abord
établir quelques propriétés de dualité:

(1) Dualité pour les G-modules finis A annulés par p.
On procéde comme dans le (1) de la démonstration de la prop. 30. Le cup-
produit définit des homomorphismes

i : H'(G, A) — H" (G, A*)" , 0<i<n.

Par hypothése, ce sont des isomorphismes pour A = Z/pZ. Par dévissage on en
conclut facilement que ce sont des isomorphismes pour 1 <4 < n -1, que ap est
surjectif, et que o, est injectif {la différence avec la situation de la prop. 30 est
qu’on ignore si les H™+! sont nuls, ce qui donne de légers ennuis aux extrémités
des suites exactes].

(2) Le foncteur H*(G, A) est coeffagable.

C’est une propriété générale des groupe profinis dont I'ordre est divisible par
00 .

p:
Si A est annulé par p* (ici kK = 1, mais peu importe), on choisit un sous-
groupe ouvert U de G opérant trivialement sur A, puis un sous-groupe ou-
vert V de U d’indice divisible par p¥. On pose 4’ = M¥(A), et 'on considére
’homomorphisme surjectif 7 : A’ — A, défini au n° 2.5. Par passage a H®,
on obtient Cor : HO(V,4) — H%G, A). Cet homomorphisme est nul; en ef-
fet, il est égal & Ng, v, lequel est égal a (U : V) - Ng/y. L’homomorphisme
H°(G, A’) — H%(G, A) est donc nul, ce qui entraine que H® est coeffagable.
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(3) La dualité vaut en dimensions 0 et n.

Il s’agit de prouver que ap et o, sont bijectifs pour tout A annulé par p.
11 suffit (par transposition) de le faire pour ap. On choisit une suite exacte
0 — B—C — A— 90, telle que H*(G,C) — H%G, A) soit nul, cf. (2). On a
alors le diagramme:

0 — H%G,A) — HYG,B) — HYG,C)
l ! ! !
H"’(G,C*)* s Hn(G,A*)* SN Hn—l(G’Bt)n- —_ Hn_l(G, Ct)t R

Les fleches relatives aux H! sont des isomorphismes. Il s’ensuit que a est injectif,
d’ol le résultat puisqu’on sait déja qu’il est surjectif.

(4) Le foncteur H™ est exact d droite.
Cela résulte par dualité de ce que H® est exact a gauche.

(5) Fin de la démonstration.

Le résultat que I'on vient de démontrer entraine que cd(G) < n. En effet, si
z € H"*(G, A), x induit 0 sur un sous-groupe ouvert U de G, et donne donc 0
dans H"t1(G, MY (A)). En utilisant la suite exacte, et le fait que H™ est exact
a droite, on voit que x = 0, cqfd.

Ezercices.
1) Soit G un pro-p-groupe commutatif. Montrer I'équivalence de:
(8) cdp(G) =mn;
{b) G est isomorphe a (Zp)";
(c) G est un groupe de Poincaré de dimension n.

2) Soit G le groupe fondamental d’une surface compacte S de genre g; on sup-
pose g > 1 si S est orientable et g > 2 sinon. Soit 5,, le p-complété de G. Montrer
que ¢ ‘est un groupe de Demuskin, et que, pour tout 6 -module fini et p-primaire A,
H* (G,,, A) - H (G, A) est un isomorphisme. Montrer que_ la dimension cohomologique
stricte de Gp est égale & 3, et expliciter l'invariant x de Gp

3) Soit G le pro-p-groupe défini par deux générateurs r, y liés par la relation
zyxz~! = y?, avec ¢ € Zp, ¢ = 1 mod p. Montrer que G est un groupe de Demuskin,

et que son invariant x est donné par les formules:

x) =1, x(x)=q.

Dans quel cas ce groupe est-il de dimension cohomologique stricte égale a 3?
Application au p-groupe de Sylow du groupe affine az + b sur Z,.

4) Soit G un pro-p-groupe de Poincaré de dimension n, et soit J son module du-
alisant. Soit J = Hom(Qp/Zp,I). Le G-module J est isomorphe & Z, comme groupe
compact, le groupe G opérant au moyen de x.

(a) Soit A un G-module fini p-primaire. On pose Ag = A ® J, le produit tensoriel
étant pris sur Z,. Montrer que A est canoniquement isomorphe au dual A* de A.

{b) Pour tout entier ¢ > 0, on considére la limite projective H;(G, A) des groupes
d’homologie H;(G/U, A), oi U est ouvert distingué dans G et opére trivialement dans A.
Etablir un isomorphisme canonique
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Hi(G, A) = H* (G, Ao) .

[On utilisera la dualité existant entre H;(G/U, A) et H'(G/U, A*), cf. [25], p. 249-250.)

5) Seit G un pro-p-groupe de Poincaré de dimension n > 0.
(a) Soit H un sous-groupe fermé de G, distinct de G. Montrer que

Res: H*(G) — H™(H)

est 0. [Se ramener au cas oit H est ouvert, et utiliser la partie (4) de la démonstration
de la prop. 30,

(b) On suppose que (G : H) = oo, i.e. que H n’est pas ouvert. Montrer que
cd(H) <n-1.

En particulier, tout sous-groupe fermé d’indice infini d'un groupe de Demuskin est
un pro-p-groupe libre.

6) Soient GG un groupe de Demuskin et H un sous-groupe ouvert de G. Soient g
et 7y leurs rangs. Montrer que ’on a:

TH—2=(G:H)(TG—2).

[Utiliser I'exerc. du n® 4.1, en remarquant que E(G) =2 —rg et E(H) =2 —-rpg]
Inversement, cette propriété caractérise les groupes de Demuskin, cf. Dummit-
Labute [48].
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Dans tout ce paragraphe, G désigne un groupe profini.

5.1. Définition de H? et de H!

Un G-ensemble E est un espace topologique discret sur lequel G opére con-
tintiment; comme dans le cas des G-modules, cela revient & dire que E = | JEY,
pour U parcourant ’ensemble des sous-groupes ouverts de G (on note EV le
sous-ensemble de E formé des éléments invariants par U). Sis € Get z € E,
le transformé s(z) de = par s sera souvent noté *z [mais jamais z*, pour éviter
I'horrible formule (¥ = (2%)*)]. Si E et E' sont deux G-ensembles, un mor-
phisme de E dans E’ est une application f : E — E’ qui commute & l'action
de G; lorsqu’on voudra préciser G, on dira “G-morphisme”. Les G-ensembles
forment une catégorie.

Un G-groupe A est un groupe dans la catégorie précédente; cela revient &
dire que c’est un G-ensemble, muni d’une structure de groupe invariante par G
(i.e. *(zy) = °*z°y). Lorsque A est commutatif, on retrouve la notion de G-
module, utilisée dans les paragraphes précédents.

Si E est un G-ensemble, on pose H(G,E) = EC, ensemble des éléments de
E invariants par G. Si E est un G-groupe, H°(G, E) est un groupe.

Si A est un G-groupe, on appelle 1-cocycle (ou simplement cocycle) de G
dans A une application s — a; de G dans A qui est continue et telle que:

ast = as’ay (s,t € G).

L’ensemble de ces cocycles est noté Z!(G, A). Deux cocycles a et a’ sont dits
cohomologues s'il existe b € A tel que a’, = b~ la,%h. C'est 13 une relation
d’équivalence dans Z!(G, A), et ensemble quotient est noté H'(G, A). Clest
le “premier ensemble de cohomologie de G dans A”; il posséde un élément dis-
tingué (appelé “élément neutre” bien qu’il n’y ait pas de loi de composition
sur H1(G, A) dans le cas général): la classe du cocycle unité; on le note in-
différemment 0 ou 1. On vérifie immédiatement que

HY(G, A) = lim H'(G/U, A"Y) ,

pour U parcourant 'ensemble des sous-groupes ouverts distingués de G; de plus,
les applications H'(G/U, AV) — H!(G, A) sont injectives.
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Les ensembles de cohomologie H°(G, A) et H'(G, A) sont fonctoriels en A,
et coincident avec les groupes de cohomologie de dimension 0 et 1 lorsque A est
commutatif.

Remarques.

1) On aurait envie de définir aussi H%(G, A), H3(G, A), ... Je ne m’y ris-
querai pas; le lecteur que cela intéresse pourra consulter Dedecker [38], [39] et
Giraud [54].

2) Les H! non abéliens sont des ensembles pointés; la notion de suite exacte
a donc un sens (I'image d’une application est égale & l'image réciproque de
Pélément neutre); toutefois, une telle suite exacte ne donne aucun renseignement
sur la relation d’equivalence définie par une application; on remédiera a ce défaut
(particulierement sensible dans [145], p. 131-134), gréce & la notion de “torsion”,
développée au n° 5.3.

Exercices.
1) Soit A un G-groupe, et soit A - G le produit semi-direct de G par A (défini de

telle sorte que sas™! = a pour a € 4 et s € G).
Un cocycle a = (as) € Z'(G, A) définit un relevement continu

fJo:G— A-G

par fa(s) = a. - s, et réciproquement. Montrer que les relevements f, et f,» associés a
des cocycles a et a’ sont conjugués par un élément de A si et seulement si a et a’ sont
cohomologues.

2) Soit G = 2; on note o le générateur canonique de G.

(a) Si E est un G-ensemble, o définit une permutation de E dont toutes les orbites
sont finies; inversement, une telle permutation définit une structure de G-ensemble.

(b) Soit A un G-groupe. Soit (a,) un cocycle de G dans A, et soit a = a,. Montrer
qu'il existe n > 1 tel que o™ (a) = a et que a-o(a) - -- 6" (a) soit d’ordre fini. Inverse-
ment, tout a € A pour lequel il existe un tel n correspond a un cocycle et a un seul.
Si a et a’ sont deux tels éléments, les cocycles correspondants sont cohomologues si et
seulement s'il existe b € A tel que o' = b~ '-a-o(b).

(c) Comment faut-il modifier ce qui précéde lorsqu’on remplace Z par Z,?

5.2. Espaces principaux homogénes sur A — nouvelle
définition de H'(G, A)

Soit A un G-groupe, et soit E un G-ensemble. On dit que A opére d gauche
sur E (de fagon compatible avec l'action de G) s’il opére sur E au sens usuel
et si *(a-x) = ®a-z pour a € A, £ € E (ce qui revient & dire que Papplication
canonique de A x E dans E est un G-morphisme). On écrit aussi 4 E pour
rappeler que A opére & gauche (notation évidente pour les opérations & droite).

Un espace principal homogéne sur A est un G-ensemble non vide P, sur lequel
A opére a droite {de fagon compatible avec G) de facon a en faire un “espace
affine” sur A (i.e. pour tout couple z,y € P, il existe un a € A et un seul tel que
y = z - a). La notion d’isomorphisme entre deux tels espaces se définit de fagon
évidente.
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Proposition 33. Soit A un G-groupe. Il y @ une correspondance bijective en-
tre Uensemble des classes d’espaces principaux homogénes sur A et lensemble
H(G, A).

Soit P(A) le premier ensemble. On définit une application
A: P(A) — HYG,A)

de la maniére suivante:

Si P € P(A), on choisit un point x € P. Sis € G,on a *z € P, donc il existe
a, € A tel que *x = z-a,. On vérifie tout de suite que s — a, est un cocycle.
Changer z en z - b change ce cocycle en s — b~ la,*b, qui lui est cohomologue.
On peut donc définir A en convenant que A(P) est la classe de a,.

En sens inverse, on définit 4 : H'(G, A) — P(A) ainsi:

Si a, € ZYG, A), on note P, le groupe A sur lequel G opere par la formule
“tordue” suivante:

S'g = a,°x .

Si ’on fait opérer A a droite sur P, par translations, on obtient un espace princi-
pal homogene. Deux cocycles cohomologues conduisent a des espaces isomorphes.
Cela définit I'application g, et 'on vérifie sans mal que Aoy =1let po X = 1.

Remarque.

Les principaux considérés ci-dessus sont des principaux d droite. On définit
de méme la notion de principal ¢ gauche; on laisse au lecteur le soin de définir
une correspondance bijective entre les deux notions.

5.3. Torsion

Soit A un G-groupe, et soit P un espace principal homogeéne sur A. Soit F' un
G-ensemble ot A opére a gauche (de fagon compatible avec G). Sur P x F,
considérons la relation d’équivalence qui identifie un élément (p, f) aux éléments
(p-a,a™1f), a € A. Cette relation est compatible avec 'action de G, et le quotient
est un G-ensemble, noté P x 4F, ou pF. Un élément de P x AF gécrit sous la
forme p-f, p € P, f € F, et 'on a (pa)f = p(af), ce qui justifie la notation.
Noter que, pour tout p € P, 'application f — p- f est une bijection de F sur pF;
pour cette raison, on dit que pF est obtenu & partir de F' en tordant au moyen
de P.

L’opération de torsion peut aussi se définir du point de vue des cocycles. Si
(as) € Z(G, A), on note ,F 'ensemble F sur lequel G opére par la formule

slf=as‘sf-

On dit que o F s'obtient en tordant F au moyen du cocycle a,.
La liaison entre ces deux points de vue est facile a faire: si p € P, on a vu
que p définit un cocycle a; par la formule *p = p-a,. L’application f — p-f de
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tout & '’heure est un isomorphisme du G-ensemble o F' sur le G-ensemble pF,
on a en effet

p f=pas’f="p'f="(pf).
Ceci montre en particulier que , I est isomorphe d p F sia et b sont cohomologues.

Remarque.

Il faut observer qu’il n’y a pas en général d’isomorphisme canonique entre , F'
et uF, et que par suite il est impossible d’identifier ces deux ensembles, comme
on serait tenté de le faire. En particulier, la notation o F, avec & € H'(G, A), est
dangereuse (bien que commode. .. ). Inutile de dire qu’une telle difficulté existe
tout aussi bien en topologie dans la théorie des espaces fibrés (que nous sommes
d’ailleurs en train de démarquer).

I’opération de torsion jouit d’un certain nombre de propriétés élémentaires:

(a) oF est fonctoriel en F (pour des A-morphismes F — F'),

(b) On a o(F x F') = ,F x ,F'.

(c) Si un G-groupe B opére a droite sur F' (de fagon & commuter a l'action
de A), B opére aussi sur o F.

(d) Si F est muni d’une structure de G-groupe invariante par A, cette méme
structure sur 4 F est encore une structure de G-groupe.

Ezemples.

1) On prend pour F le groupe A lui-méme, les opérations étant les transla-
tions & gauche. Comme les translations a droite commutent aux translations a
gauche, la propriété (c) ci-dessus montre que A opére a droite sur , F, et ’on voit
tout de suite que l'on obtient ainsi un espace principal homogéne sur A (c’est
celui noté , P au n° précédent).

Dans la notation P x AF, cela s'écrit:

Px4A=P,
formule de simplification que 'on rapprochera de F®4 A = F.

2) On prend encore pour F le groupe A, les opérations étant cette fois données
par les automorphismes intérieurs. Comme ceux-ci respectent la structure de
groupe de A, la propriété (d) montre que A est un G-groupe [on pourrait tordre
de méme tout sous-groupe distingué de A|]. Par définition, ;A a méme ensemble
sous-jacent que A, et les opérations de G sur ,A sont données par la formule

Y1 = a,°z-a]! (s€ @G, z e A).

Proposition 34. Soit F' un G-ensemble oti A opére & gauche (de fagon com-
patible avec G), et soit a un cocycle de G dans A. Alors le groupe tordu , A opére
sur o F, de fagon compatible avec G.

Il faut voir que l'application (a,z) — az de 44 x F dans oF est un
G-morphisme. C’est un calcul immédiat.
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Corollaire. Si P est un principal homogéne sur A, le groupe p A opére & gauche
sur P, et fait de P un espace principal homogéne & gauche sur pA.

Le fait que pA opére sur P est un cas particulier de la prop. 34 (ou se voit
directement, au choix). Il est clair que cela définit sur P une structure d’espace
homogene principal & gauche sur pA.

Remarque.

Si A et A’ sont deux G-groupes, on définit de maniére évidente la notion
d’espace (A, A’)-principal: c’est un espace principal sur A (a gauche), et sur A’
(a droite), les opérations de A et A’ commutant. Si P est un tel espace, le
corollaire précédent montre que A s’identifie & pA’. Si Q est un espace (A, A”)-
principal (A” étant un autre G-groupe), l'espace Po Q = P x A'Q est muni
d’une structure canonique d’espace (A’, A”)-principal. On obtient ainsi une loi
de composition (non partout définie) sur 'ensemble des espaces “biprincipaux”.

Proposition 35. Soit P un espace principal & droite sur un G-groupe A, et
soit A’ = pA le groupe correspondant. Si l'on associe d tout espace principal
homoagéne Q (& droite) sur A’ le composé Q o P, on obtient une bijection de
HY(G,A") sur HYG, A) qui transforme [’élément neutre de H(G,A’) en la
classe de P dans HY(G, A).

[Plus brievement: si I'on tord un groupe A par un cocycle de A lui-méme, on
trouve un groupe A’ qui a méme cohomologie que A en dimension 1.]

On définit 'opposé P de P ainsi: c’est un espace (A, A’)-principal, identique
4 P comme G-ensemble, le groupe A opérant a gauche par a-p = p-a™!, et le
groupe A’ i droite par p-a' = a'~1.p. En faisant correspondre 3 tout principal
3 droite R sur A le composé R o P, on obtient par passage aux classes une
application réciproque de celle donnée par Q — Q o P, d’oui la proposition.

Proposition 35 bis. Soit a € Z(G, A), et soit A’ = 4A. A tout cocycle a)
dans A’ associons a', - as; on obtient un cocycle de G dans A, d’ou une bijection

te: ZYG,A") — ZYG,A) .
Par passage au gquotient, t, définit une bijection

7o : HY(G, A" — H(G, A)
transformant ’élément neutre de H'(G, A’) en la classe o de a.

C’est essentiellement une transcription de la proposition précédente en termes
de cocycles. On peut aussi la. démontrer par calcul direct.

Remarques.
1) Lorsque A est abélien, on a A’ = A et 7, est simplement la translation par
la classe a de a.

2) Les prop. 35 et 35 bis, pour évidentes qu’elles soient, n'en sont pas moins
utiles. Ce sont elles, on le verra, qui permettent de déterminer les relations
d’équivalence qui interviennent dans les diverses “suites exactes de cohomologie”.
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Ezercice.

Soit 4 un G-groupe. Soit E{A) 'ensemble des classes d’espaces (A, A)-principaux.
Montrer que la composition fait de F(A) un groupe, et que ce groupe opére sur
HY(G, A). Si A est abélien, E(A) est produit semi-direct de Aut(A) par le groupe
HY(G, A). Dans le cas général, montrer que E(A) contient comme sous-groupe le quo-
tient de Aut{A) par les automorphismes intérieurs définis par les éléments de AC,
Comment peut-on définir E(A) au moyen de cocycles?

5.4. Suite exacte de cohomologie associée a4 un sous-groupe

Soient A et B deux G-groupes, et soit u : A — B un G-homomorphisme. Cet
homomorphisme définit une application

v: HY(G,A) — HY(G,B) .

Soit a € H*(G, A). Supposons que I’on veuille décrire la fibre de a pour v, c’est-
a-dire I'ensemble v~1(v(c)). Choisissons un cocycle a représentatif de a, et soit
b son image dans B. Si l'on pose A’ = ; A, B’ =B, il est clair que u définit un
homomorphisme
u:A"— B,

d’on v’ : HY(G,A') —» HY(G, B’).

On a en outre le diagramme commutatif suivant (o les lettres 7, et 7
désignent les bijections définies au n® précédent):

HYG,A) - HY(G,B)
d <
H'G,A) 2 HY (G, B') .
Comme 7, transforme 1’élément neutre de H*(G, B’) en v(a), on en déduit que
7. est une bijection du noyau de v' sur la fibre v=!(v(a)) de . En d’autres

termes, la torsion permet de transformer toute fibre de v en un noyau — et ces
noyaux eux-mémes peuvent figurer dans des suites exactes (cf. [145], loc. cit.).

On va appliquer ce principe au cas le plus simple, celui ol A est un sous-
groupe de B.

On introduit ’espace homogene B/A des classes & gauche de B suivant A;
c’est un G-ensemble, et H°(G, B/A) est défini. De plus, si z € H°(G, B/A),
I'image réciproque X de z dans B est un espace principal homogéne (& droite)
sur A; sa classe dans H(G, A) sera notée 6(z). Le cobord ainsi défini jouit de
la propriété suivante:

Proposition 36. La suite d’ensembles pointés:
1 — H%(G, A) — H°(G, B) —» H*(G, B/A) > H'(G, A) —» H'(G, B)

est exacte.
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Le plus simple consiste & traduire la définition de § en termes de cocycles;
si ¢ € (B/A)®, on choisit b € B se projetant sur c, et on pose a, = b~1-%b;
c'est un cocycle dont la classe est §(c). Son expression méme montre qu'il est
cohomologue & 0 dans B, et que tout cocycle de G dans A cohomologue & 0 dans
B est de cette forme. D’ol la proposition.

Corollaire 1. Le noyau de H(G, A) — HY(G, B) s’identifie & l’espace quotient
de (B/A)C par l’action du groupe BE.

L’identification se fait grace a 4; il faut voir que §(c) = §(c') si et seulement
si il existe b € B tel que bc = ¢’; cest facile.

Corollaire 2. Soit a € HYG, A), et soit a un cocycle représentant c. Les
éléments de H'(G, A) ayant méme image que o dans H'(G, B) correspondent
bijectivement aux éléments du quotient de H°(G, B/, A) par Uaction du groupe
H°(G,,B).

Cela résulte par “torsion” du corollaire 1, suivant ce qui a été expliqué plus
haut.

Corollaire 3. Pour que H' (G, A) soit dénombrable (resp. fini, resp. réduit & un
élément), il faut et il suffit qu’il en soit de méme de son image dans H'(G, B),
ainsi que de tous les quotients (, B/, A)¢ /(o B)C, pour a € ZY(G, A).

Cela résulte du corollaire 2.

1l se trouve que l'on peut décrire explicitement [’image de H!(G, A) dans
HY(G, B) [tout comme si H'(G, B/A) avait un sens]:

Proposition 37. Soit 3 € H'(G, B) et soitb € Z*(G, B) un représentant de 3.

Pour que (B appartienne & limage de H'(G, A), il faut et il suffit que l'espace

»(B/A), obtenu en tordant B/A au moyen de b, ait un point invariant par G.
[Combiné avec le cor. 2 & la prop. 36, ceci montre que I'ensemble des éléments

de H!(G, A) ayant pour image J est en correspondance bijective avec le quotient
H(G,s(B/A))/H*(G,B)]

Pour que § appartienne a I'image de H'(G, A), il faut et il suffit qu'il existe
b € B tel que b~ !b,°b appartienne a A pour tout s € G. Si ¢ désigne I'image de b
dans B/A, ceci signifie que ¢ = b;-°c, c’est-a-dire que ¢ € H%(G,(B/A)), cqfd.

Remargque.

La prop. 37 est analogue au classique théoréme d’Ehresmann: pour que le
groupe structural d’un fibré principal puisse étre réduit & un sous-groupe donné
de celui-ci, il faut et il suffit que I'espace fibré en espaces homogenes associé ait
une section.
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5.5. Suite exacte de cohomologie associée & un sous-groupe
distingué

On suppose A distingué dans B, et I'on pose C = B/A; ici, C est un G-groupe.
Proposition 38. La suite d’ensembles pointés:

0 — A® — B¢ — % -4, HY(G, A) — HY(G,B) — H'(G,C)
est exacte.

La vérification est immédiate (cf. {145], p. 133).

Les fibres de I'application H!(G, A) — H!(G, B) ont été décrites au n°® 5.4.
Toutefois, le fait que A soit distingué dans B simplifie cette description. On note
tout d’abord ceci:

Le groupe CC opére de fagon naturelle (& droite) sur H(G, A). En effet, soit
c € C%, et soit X (c) son image réciproque dans B; le G-ensemble X (c) est muni,
de fagon naturelle, d’une structure d’espace (A, A)-principal; si P est principal
pour A, le produit Po X (c) est encore principal pour A, d’ott 'opération cherchée.
[Traduction en termes de cocycles: on releve cen b € B; on a °b = b - z,, avec
z, € A; A tout cocycle a, de G dans A, on associe le cocycle b~ta,bzs = b~ 1a,*b;
sa classe de cohomologie est la transformée de celle de {(a,) par ¢ ]

Proposition 39. (i) Si c € C%, on a §(c) = l-¢, ot 1 représente l’élément
neutre de H'(G, A).

(ii) Deux éléments de H'(G, A) ont méme image dans HY(G, B) si et seule-
ment si ils sont transformés l'un de Uautre par un élément de CC.

(iii) Soita € ZY(G, A), soit a son image dans H(G, A), et soit c € CC. Pour
que a-c = a, il faut et il suffit que ¢ appartienne a U'image de I’homomorphisme
H°(G,.B) — HYG,C).

[On note ,B le groupe obtenu en tordant B au moyen du cocycle a — étant
entendu que A opére sur B par automorphismes intérieurs.]

L’équation d(c) = 1-c résulte de la définition méme de §. D’autre part, si
deux cocycles a4 et a), de A sont cohomologues dans B, il existe b € B tel que
al, = b™la,®b; si c est 'image de b dans C, on en déduit *c = ¢, d’ouc € CC% et il
est clair que ¢ transforme la classe de a, en celle de a. La réciproque est triviale,
ce qui démontre (ii}. Enfin, si b € B reléve ¢, et si a-¢ = @, il existe x € A tel que
a; = 10" la,*b%z, ce qui s’écrit aussi bx = a,°(bx)a?, ie. bx € HY(G,,B).
Do (iii).

Corollaire 1. Le noyau de H(G,B) — H(G,C) s'’identifie au quotient de
HY(G, A) par laction du groupe CC.

C’est clair,
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Corollaire 2. Soit 3 € HY(G,B), €t soit b un cocycle représentant . Les
éléments de H'(G, B) avant méme image que B dans H(G,C) correspondent
bijectivement auz éléments du quotient de H(G,,A) par l'action du groupe
HY%G,0).

[Le groupe B opére sur lui-méme par automorphismes intérieurs, et laisse
stable A; cela permet de tordre la suite exacte 1 4 A - B — C — 1 par le
cocycle b.]

Cela résulte du cor. 1 par torsion, comme on I’a expliqué au n°® précédent.

Remarque.

La Proposition 35 montre que H(G,;B) s’identifie 3 H!(G, B), et de méme
H1(G,,C) s'identifie 3 H(G,C). Par contre, H!(G,,A) n'a en général aucune
relation avec H(G, A).

Corollaire 3. Pour que H*(G, B) soit dénombrable (resp. fini, resp. réduit a un
élément), il faut et il suffit qu’il en soit de méme de son image dans H(G,C),
ainsi que de tous les quotients HY(G,A)/(4C)C, pour b € Z'(G, B).

Cela résuite du cor. 2.

Ezercice.
Montrer que, si I'on associe & tout ¢ € C€ la classe de Pespace (A, A)-principal X (),

on obtient un homomorphisme de C® dans le groupe E(A) défini dans V'exercice du
n® 5.3.

5.6. Cas d’un sous-groupe abélien distingué

On suppose A abélien et distingué dans B. On conserve les notations du
n° précédent. On note additivement H'(G, A), qui est maintenant un groupe
abélien. Si o € HY(G, A), et ¢ € C%, on note a° le transformé de o par ¢, défini
comme on ’a vu plus haut. On se propose d’expliciter cette opération

Pour cela, on remarque que ’homomorphisme évident C¢ — Aut(A) fait
opérer CY (a gauche) sur le groupe H(G, A); le transformé de o par ¢ (pour
cette nouvelle action) sera noté c- a.

Proposition 40. On a o® = ¢! - a + 6(c) pour o € H(G, A) et c € CC.

C’est un simple calcul: si I'on reléve cen b € B, on a *b = b-z,, et la classe de
z, est 8(c). D’autre part, si as est un cocycle de la classe o, on peut prendre pour
représentant de af le cocycle b~ 1a,®b, et pour représentant de ¢™!-o le cocycle
b~ lazh. On a b~ la,®b = b~ lash - z,, d’olt la formule.

Corollaire 1. On a §(c'c) = §(c)} +c~1-§(c).
On écrit que a®'¢ = (ac’)c. En développant, cela donne la formule voulue.

Corollaire 2. Si A est dans le centre de B, 6 : C° — HY(G, A) est un homo-
morphisme, et a¢ = a + §(c).
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C’est clair.

On va maintenant se servir du groupe H%(G, A). A priori, on aurait envie
de définir un cobord: H(G,C) — H%(G, A). Sous cette forme, ce n’est possible
que lorsque A est contenu dans le centre de B (cf. n° 5.7). On a cependant un
résultat partiel, qui est le suivant:

Soit ¢ € Z'(G,C) un cocycle de G dans C. Puisque A est abélien, C opére
sur A, et le groupe tordu oA est bien défini. On va associer & ¢ une classe
de cohomologie A(c) € H?(G, A). Pour cela, on releve cs en une application
continue s — b, de G dans B, et 'on forme I’expression:

s -1
as,t = bs bt st -

La 2-cochaine ainsi obtenue est un cocycle a valeurs dans .A. En effet, si 'on
tient compte de la fagcon dont G opére sur (A, on voit que cela revient a l'identité:

._1.

-1 8 -1 _
a;; *bs®arub; caspucag, =1, (stuc G),

ou, en explicitant:

bot®by tby Y by®by®thy tb bt - by bibos - bary b7 10 =1,

ce qui est bien exact (tous les termes se détruisent).
D’autre part, si I'on remplace le reléevement b, par le relevement alb,, le
cocycle a,,; est remplacé par le cocycle af , - a,¢, avec

' ’ o s rp—=1_ 1 —1
g = (0a)s,e = ay - b°arby " -y

cela se vérifie par un calcul analogue au précédent (et plus simple). Ainsi, la
classe du cocycle a, ¢ est bien déterminée; on la note A(c).

Proposition 41. Pour que la classe de cohomologie de ¢ appartienne a l'image
de HY(G, B) dans H(G,C), il faut et il suffit que A(c) soit nul.

C’est évidemment nécessaire. Réciproquement, si A(c) = 0, ce qui précede
montre que l'on peut choisir b, de telle sorte que bé,’btb;tl =1, et by est un
cocycle de G dans B d’image égale & c. D’ou la proposition.

Corollaire. §i H%(G,.A) = 0 pour tout c € Z1(G,C), lapplication
HY(G,B) — H(G,0C)
est surjective.

Ezercices.
1) Retrouver la prop. 40 en utilisant I'exercice du n® 5.5 et le fait que E(A) est
produit semi-direct de Aut(A) par H'(G, A).

2) Soient c et ¢’ € Z'(G, C) deux cocycles cohomologues. Comparer A(c) et A(c').
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5.7. Cas d’un sous-groupe central

On suppose maintenant que A est contenu dans le centre de B. Si a = (a,) est
un cocycle de G dans A, et b = (b,) un cocycle de G dans B, on vérifie aussitét
que a-b = (ay-b,) est un cocycle de G dans B. De plus, la classe de a-b ne dépend
que des classes de a et de b. On en conclut que le groupe abélien H!(G, A) opére
sur lensemble H*(G, B).

Proposition 42. Deuz éléments de H'(G, B) ont méme image dans H*(G,C)
si et seulement si ils sont transformés l’un de lautre par un élément de H'(G, A).

La démonstration est immédiate.

Soit maintenant ¢ € Z}(G, C). Comme C opére trivialement sur 4, le groupe
tordu .A utilisé au n® 5.6 s’identifie canoniquement & A, et 1'élément A{c) appar-
tient & H%(G, A). Un calcul facile (cf. [145], p. 132) montre que A(c) = A(c) sic
et ¢ sont cohomologues. Ceci définit une application A : HY(G,C) — H?(G, A).
En combinant les prop. 38 et 41, on obtient:

Proposition 43. La suite

1— AS — B¢ — ¢

2, HY(G,A) — HY(G,B) — H'(G,C) -2 H*(G, A)
est exacte.

Comme d’habitude, cette suite ne fournit de renseignements que sur le noyau
de HY(G,C) — H?%*(G, A), et pas sur la relation d’équivalence correspondante.
Pour en obtenir, il faut “tordre” les groupes considérés. Plus précisément, ob-
servons que C opére par automorphismes sur B et que ces automorphismes sont
triviaux sur A. Si ¢ = (¢;s) est un cocycle de G dans C, on peut donc tordre la
suite exacte 1 - A — B — C — 1 au moyen de ¢, et 'on obtient la nouvelle
suite exacte

1—A— B—  C-—1.

D’ol un nouvel opérateur cobord 4. : HY(G, .C) — H?(G, A). Comme on a en
outre une bijection canonique 7. : H(G,.C) — H!(G,C), on peut s'en servir
pour comparer A et 4A,. Le résultat est le suivant:

Proposition 44. On a Ao 7.(y') = A(Y') + A(y), ot v € H(G,C) désigne
la classe de c, et ou ' parcourt HY(G, .C).

Soit ¢} un cocycle représentant y'. On choisit comme ci-dessus une cochaine
bs (resp. b,) dans B (resp. dans .B) relevant ¢, (resp. c). On peut représenter
A(7) par le cocycle

ast = basbtb;zl '

et A.(v'") par le cocycle
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al, = bl b,°bib;t- b, t
D’autre part 7.(y’) peut étre représenté par cjcs, que l'on reléve en bib;. On
peut donc représenter A o 7.(7y') par le cocycle

"oyt spls -1 —1
all, = blb, - *b%b; - b0,

st

Comme a,; est dans le centre de B, on peut écrire:

! __nly sp/—-1 ; —1
as,t cQg it = bsbs btbs a”bs, .

1"

En remplagant a,; par sa valeur et en simplifiant, on constate qu’on trouve ay,,

d’on la proposition.

Corollaire. Les éléments de H'(G,C) avant méme image que y par A corre-
spondent bijectivement auz éléments du quotient de H'(G, .B) par Uaction de
H(G, A).

En effet, la bijection 7,°! transforme ces éléments en ceux du noyau de
A.: HY(G,.C) — H*(G, A),

et les prop. 42 et 43 montrent que ce noyau s’identifie au quotient de H*(G, .B)
par l'action de H(G, A).

Remargues.
1) Ici encore, il est faux en général que H!(G, .B) soit en correspondance
bijective avec H(G, B).

2) On laisse au lecteur le soin de formuler les critéres de dénombrabilité,
finitude, etc., qui résultent du corollaire précédent.

Ezercice.
Comme C€ opére sur B par automorphismes intérieurs, il opére aussi sur H* (G, B}.
Notons
(c,B)—cxB (ceC® BeH (G, B))

cette action. Montrer que I'on a:
cxB=6(c7"-8,

ol 6(c) est 'image de c dans H'(G, A), cf. n° 5.4, et ol le produit §(c) ™! - 3 est relatif
A Paction de H'(G, A) sur H*(G, B).
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5.8. Compléments

On laisse au lecteur le soin de traiter les points suivants:

a) Extensions de groupes

Soit H un sous-groupe fermé distingué de G, et soit A un G-groupe. Le groupe
G/H opeére sur A, ce qui fait que H'(G/H,AH) est défini. D’autre part, si
(an) € ZY(H,A) et si s € G, on peut définir le transformé s(a) du cocycle
a = (ap) par la formule:
s(a)n = s(as-1ns) -

Par passage au quotient, le groupe G opere sur H!(H, A), et 'on vérifie que
H opere trivialement. On peut donc dire que G/H opére sur H(H, A), tout
comme dans le cas abélien. On a une suite exacte:

1 — HYG/H,A¥) — HYG,A) — HY(H,A)¢/H |
et application H(G/H, A¥) — H(G, A) est injective.

b) Induction

Soit H un sous-groupe fermé de G, et soit A un H-groupe. Soit A* = MH(A) le
groupe des applications continues a* : G — A telles que a*(*z) = "a*(z) pour
h € H et z € G. On fait opérer G sur A* par la formule (Ya¢*)(z) = a*(zg). On
obtient ainsi un G-groupe A* et ’'on a des bijections canoniques

H°(G,A”) =H°H,A) e H'YG,A*)=H\(H,A).

5.9. Une propriété des groupes de dimension
cohomologique < 1

Le résultat suivant aurait pu figurer au n° 3.4:

Proposition 45. Soit I un ensemble de nombres premiers, et supposons que
¢dp(G) < 1 pour tout p € I. Le groupe G posséde alors la propriété de relévement
pour les extensions 1 - P — E —- W — 1, ot E est fini, et ot l'ordre de P
n’est divisible que par des nombres premiers appartenant ¢ I.

On raisonne par récurrence sur V'ordre de P, le cas ol Card(P) = 1 étant
trivial. Supposons donc Card(P) > 1, et soit p un diviseur premier de Card(P).
Par hypothése, on a p € I. Soit R un p-groupe de Sylow de P. Nous allons
distinguer deux cas:

a) R est distingué dans P. C’est alors 'unique p-groupe de Sylow de P, et il
est distingué dans E. On a les extensions:
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1—-—R—F—FE/R-—1

1—P/R—E/R—W —1.

Comme Card(P/R) < Card(P), ’hypothése de récurrence montre que 1’homo-
morphisme f: G — W donné se releve en g : G — E/R. D’autre part, puisque
R est un p-groupe, la prop. 16 du n° 3.4 montre que g se relétve en h: G — E.
On a bien ainsi relevé f.

b} R n’est pas distingué dans P. Soit E’ le normalisateur de R dans E, et
soit P’ le normalisateur de R dans P. On a P’ = E'NP. D’autre part, 'image de
E’ dans W est égale & W tout entier. En effet, si z € E, il est clair que z Rx~!
est un p-groupe de Sylow de P, et la conjugaison des groupes de Sylow entraine
lexistence d’'un y € P tel que z Rz™! = y Ry~ !. On a alors y~ !z € E’, ce qui
montre que E = P- E’, d’oli notre assertion. On déduit de 13 I'extension:

1—P —wF —W-—1.

Comme Card(P’) < Card(P), ’hypothése de récurrence montre que le mor-
phisme f : G — W sereleve en h : G — E’| et comme E’ est un sous-groupe
de E, cela achéve la démonstration.

Corollaire 1. Toute extension de G par un groupe profini P dont l’ordre n’est
divisible que par des nombres premiers appartenant a I est scindée.

Le cas ou P est fini se déduit directement de la proposition précédente et du
lemme 2 du n° 1.2. On passe de l1a au cas général par Zornification, comme au
n°® 3.4 (voir aussi exerc. 3).

Remarque.

Le corollaire précédent redonne le fait qu'une extension d’un groupe fini A
par un groupe fini B est scindée lorsque les ordres de A et de B sont premiers
entre eux {(cf. Zassenhaus, [189], Chap. IV, § 7).

Un groupe profini G est dit projectif (dans la catégorie des groupes profinis) s’il
a la propriété de relévement pour toute extension; cela revient a dire que, pour tout
morphisme surjectif f : G’ — G, ou G’ est profini, il existe un morphisme r : G — G’
tel que for =1.

Corollaire 2. Si G est un groupe profini, les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) G est projectif.
(ii) ¢d(G) £ 1.
(iii} Pour tout nombre premier p, les p-groupes de Sylow de G sont des pro-p-groupes
libres.

L’équivalence (ii) < (iii) est connue. L’implication (i} = (ii) est claire (cf. prop. 16).
L’implication (ii) = (i) résulte du cor. 1, appliqué au cas olt I est 'ensemble de tous
les nombres premiers.

Ezemples de groupes projectifs: (a) le complété d’un groupe libre (discret) pour la
topologie des sous-groupes d'’indice fini; (b) un produit direct Hp F,, ot chaque F}, est
un pro-p-groupe libre.
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Proposition 46. Les hypothéses étant celles de la prop. 45, soit
1—-A—B-—C—1

une suite exacte de G-groupes. Supposons que A soit fini, et que tout nombre
premier divisant l'ordre de A appartienne a I. Alors Uapplication canonique
HY(G,B) — HY(G,C) est surjective.

Soit (cs) un cocycle de G a valeurs dans C. Si 7 désigne I'’homomorphisme
B — C, soit E ’ensemble des couples (b, s), avec b € B, s € G, tels que n(b) = c.
On munit E de la loi de composition suivante (cf. exerc. 1 du n°® 5.1):

(b,s) - (b',8') = (b-°V,ss") .

Le fait que cygr = c,5-*cs» montre que 7(b-*b’) = c,4, ce qui rend licite la définition
précédente. On vérifie tout de suite que E, muni de cette loi de composition et
de la topologie induite par celle du produit B x G, est un groupe compact. On
a des morphismes évidents A — E et E — G, qui font de E une extension de G
par A. Vu le corollaire 1 & la prop. 45, cette extension est scindée. Il existe donc
une section continue s — e; qui est un morphisme de G dans E. Si 'on écrit
e, € E sous la forme (bs, s), le fait que s — e, soit un morphisme se traduit par
le fait que b, est un cocycle de G dans B relevant le cocycle ¢, donné. D’ou la
proposition.

Corollaire. Soit1 - A - B — C — 1 une suite exacte de G-groupes. Si
A est fini, et si cd(G) < 1, l'application canonique H'(G,B) — H(G,C) est
surjective.

C’est le cas particulier ol I est ’ensemble de tous les nombres premiers.

Exzercices.

1) Soit 1 — A — B — C — 1 une suite exacte de G-groupes, avec A abélien fini. Le
procédé utilisé dans la démonstration de la prop. 46 attache & tout c € Z Y@, C) une
extension E. de G par A. Montrer que 'action de G sur A déduite de cette extension
est celle de A, et que image de E. dans H%(G, ;A) est égale a 'élément A(c) défini
au n° 5.6.

2) Soit A un G-groupe fini, d’ordre premier & I'ordre de G. Montrer que P'on a
H(G, A) = 0. [Se ramener au cas fini, olt le résultat est connu: c’est une conséquence
du théoreme de Feit-Thompson disant que les gronpes d’ordre impair sont résolubles.]

3) Soit 1 = P — E — G — 1 une extension de groupes profinis, ot G et P satisfont
aux hypothéses du cor. 1 4 la prop. 45. Soit E’ un sous-groupe fermé de E se projetant
sur G, et minimal pour cette propriété (cf. n° 1.2, exerc. 2); soit P/ = PN E’. Montrer
que P’ = 1. [Sinon, il existerait un sous-groupe ouvert P” de P’, normal dans E’, avec
P # P'. En appliquant la prop. 45 a extension 1 — P'/P"” — E'/P" -G — 1, 0on
en déduirait un relévement de G dans E'/P”, d’o un sous-groupe fermé E” de F', se
projetant sur G, et tel que E” NP’ = P"; cela contredirait le caractére minimal de E' ]
En déduire une autre démonstration du cor. 1 a la prop. 45.

4) (a) Soit P un groupe profini. Démontrer I'équivalence des propriétés suivantes:
(i) P est limite projective de groupes nilpotents finis.
(ii) P est produit direct de pro-p-groupes.
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(iii} Pour tout p premier, P a un seul p-groupe de Sylow.

Un tel groupe est dit pronilpotent.

(b) Soit f : G — P un morphisme surjectif de groupes profinis. On suppose que
P est pronilpotent. Montrer qu'il existe un sous-groupe pronilpotent P’ de G tel que
f(P') = P. [Ecrire P comme quotient d'un produit F = Hp F,, ou les Fy sont des
pro-p-groupes libres, et relever F — G en F — G gréce au cor. 2 de la prop. 45.]

Lorsque P et G sont des groupes finis, on retrouve un résultat connu, cf. Huppert
[74], 111.3.10.)

5) Montrer que tout sous-groupe fermé d’un groupe projectif est projectif.



Indications bibliographiques sur le Chapitre I

La presque totalité des résultats des §§ 1, 2, 3, 4 est due & Tate. Tate lui-méme
n’a rien publié; toutefois, certains de ses résultats ont été rédigés par Lang,
puis par Douady (cf. [47], [97], [98]). D’autres (notamment les démonstrations
reproduites au n° 4.5) m’ont été communiqués directement.

Exceptions: le n° 3.5 (module dualisant), et le n° 4.4 (théoréme de Safarevic).

Le § 5 (cohomologie non abélienne) est tiré d’un article de Borel-Serre [18];
il est directement inspiré de la cohomologie non abélienne des faisceaux; sous ce
rapport, I’exposé fait par Grothendieck & Kansas [58] est particulierement utile.



Annexe 1. (J. Tate) — Quelques théorémes de
dualité

Traduction libre d’une lettre datée du 28 mars 1963

... Tu es inutilement prudent en ce qui concerne le module dualisant: aucune hypothése
de finitude n’est nécessaire. De fagon générale, soit R un anneau topologique dans lequel
les idéaux bilatéres ouverts forment un systéme fondamental de voisinages de 0. Si
est un tel idéal et si M est un R-module, soit M; = Homg(R/I, M) le sous-module
de M formé des éléments annulés par I. Soit C(R) la catégorie des R-modules M
qui sont réunions des M;. Soit T : C(R)® — (Ab) un foncteur additif contravariant
transformant limites inductives en limites projectives. Un tel foncteur T est exact a
gauche si et seulement si il est représentable. Lorsque R est discret, ce résultat est bien
connu: 'application M = Homg(R, M) — Hom(T'(M), T(R)) définit un morphisme de
foncteurs
am : T(M) — Homgr(M,T(R))

qui est bijectif lorsque M est libre, donc aussi pour tout M si T est exact & gauche
(utiliser une résolution libre de M). Dans le cas général, si I est un idéal bilatére
ouvert de R, la catégorie C(R/I) est une sous-catégorie pleine de C(R), et le foncteur
d’inclusion C(R/I) — C(R) est exact et commute & lim . Il s’ensuit que, si T est exact
& gauche, il en est de méme de sa restriction & C(R/I}, et, pour tout M € C(R/I), on
a un isomorphisme fonctoriel

(*) T(M) — Homgr(M,T(R/I)) .

Si I'on applique ceci 3 M = R/Ip, ot Ip D I, on voit que T(R/Ip) = T(R/I)1,. En
posant E = lim;_o T(R/I), on en déduit T(R/Is) = Ep,; appliquant la formule (*)
a Ig, on en tire

T(M) = Homg(M,E) pour tout M € C(R/Ip).
Enfin, si M est arbitraire, on a:
T(M) = lim T(Mp,) = lim Homg(Mj,, E) = Homr(M, E} .
Bien entendu, 'additivité de T suffit & définir le morphisme fonctoriel
aym : T(M) — Homg(M, E) ,
et le bon énoncé consiste & dire que les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) T exact a gauche, To lim = lim oT
(ii) T semi-exact, (T'o lim) — (lim o T) surjectif, et apm est injectif pour tout M
(iii} am est bijectif pour tout M.

X ¥ X

Soit maintenant G un groupe profini. Si A € Cg et si S est un sous-groupe fermé
de G, on posera:
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D.(8,A) = lim H"(V, A)",
BY
la limite étant prise sur les sous-groupes ouverts V de G contenant S, et par rapport
aux transposés Cor* des homomorphismes de corestriction. [On rappelle que, si B est
un groupe abélien, on note B* le groupe Hom(B,Q/Z).| Les D.(S, A) forment un
foncteur homologique contravariant: & toute suite exacte 0 — A’ - A - A” - 0
correspond une suite exacte:

.o — Dp(S, A) — D(S,A") — Dr_1(S,A") — D,_1(S,A) — - .-

On pose D.(A) = D,({1}, A); du fait que G/U opére sur H" (U, A), on a D,(A) € Cg.
En particulier, posons:

E, = D,(Z) = liny H'(G, Z[G/U))*
E; = lim D.(Z/mZ) = lim H"(G,(Z/mZ)|G/U})" .
m Um

On peut appliquer ce gu’on a dit au début aux anneaux topologiques
R=1Z|G]= lim Z[G/U] et R =2Z[G]= Jim(Z/mZ)[G/U].

On a C(R) = Cg, C(R') = C§&. D'out (en prenant pour T le foncteur H™(G, )*) des
morphismes fonctoriels
am : H(G,M)* — Homg(M, E,) pour M € Cg¢
ay : H(G,M)* — Homg(M, E;) pour M € C§.
Comme T transforme lim en lim, on en déduit I'équivalence des trois conditions
suivantes:
apm est bijectif pour tout M € Cg,
apm est injectif pour tout M € Cg,
scd(G) < r.
Méme chose en remplacant ap par ajy, Cg par Cg, et scd(G) par cd(G).

Supposons maintenant cd{G) < r. On a alors:
Ery1 = Drya1(2) = Dr(Q/Z) = lim H'(U,Q/Z)*
= lim Homy(Q/Z, E7) = | JHom(Q/Z, E;)" .
On retrouve ainsi ton critére:
scdp(G) =r+1 <= (EnY contient un sous-groupe isomorphe 3 Qp/Zy.

Exemple: G = Z, E. = Q/Z, d'ot E; = Hom(Q/Z,Q/Z) = Z. On en conclut que,
pour tout M € Cg, on a:

H*(G, M)* = Homg(M, Z) .

Si cd(G) = scd(G) = r, alors bien siir E; est le sous-module de torsion de E;. Exemple:
siG = G(ap /Qp), la théorie du corps de classes local montre que Ez = lim K*, ol K*
désigne la compactification naturelle du groupe multiplicatif K*, le corps K parcourant

I'ensemble des extensions finies de Q,; le groupe u = Ej est bien le sous-groupe de
torsion de Fs.

* k%

Passons & un théoréme de dualité. Le mieux que je puisse faire est le dréle de fourbi
suivant:
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Définition. Si A € Cg, on dit que cd(G, A) < n si H'(S, A) = 0 pour tout r > n et
tout sous-groupe fermé S de G.

Lemme 1. Soit A € C¢. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) cd(G,A)=0.

(it) Pour tout sous-groupe ouvert distingué U de G, le G/U-module AY est coho-
mologiquement trivial

(iii) Pour tout couple U, V, avec V D U, formé de sous-groupes ouverts distingués
de G, ’homomorphisme

N : Ho(V/U, AYY — H°(V,U, AY)
défini par la trace est bijectif.

L’équivalence de (ii) et (iii) résulte du th. 8, p. 152, de [145], appliqué & ¢ =
—1,0. D’autre part, si (i) est vérifié, la suite spectrale H?(V/U, H*(U, A)) = H(V, A)
dégénére; comme sa limite est triviale, on en conclut que H?(V/U, AY) = 0 pour p # 0,
d’ou (ii). Inversement, si (ii) est vérifié, on a:

HP?(V, A) = lim HP(V/U,A”) =0 pour p # 0,
d’ou H?(S, A) = lim, HP(V, A) = 0 pour tout sous-groupe fermé S de G, ce qui
démontre (i).
Soit maintenant A € Cg, et soit

0 —A—X'—Xx'— ...

une résolution canonique de A, par exemple celle donnée par les cochaines homogénes
continues (non nécessairement “équivariantes”). Soit Z" le groupe des cocycles de X™.
On a la suite exacte:

(1) 00— A - X’ X' o X",z 0.
Lemme 2. cd(G,A) <n <= cd(G,Z")=0.
En effet, pour tout r # 0, on a:
H™(S,Z™) = H™(S, 2" ) =-.. = H*"(S, A) .
Théoréme 1. Sicd(G, A) < n, on a une suite spectrale de type homologique:
(2) Ejy = Hy(G/U,H" (U, A)) = Hp4q = H" #*9(G, 4)
associée d tout sous-groupe ouvert distingué U de G.

De plus cette suite spectrale est fonctorielle en U: si V C U, I'homomorphisme
Hy(G/V,H""%(V, A)) — Hp(G/U, H*%(U, A)) a considérer est celui qui provient de
G/V — G/U et de 'homomorphisme Cor : H*~%(V, A) — H™" (U, A).

Corollaire. Sicd(G, A) < n, pour tout sous-groupe fermé distingué N de G il existe
une suite spectrale de type cohomologique:

(3) E2? = HP(G/N, Dn—y(N, A)) => H*~®+9(G A)" .
En particulier, pour N = {1}:

(4) HP(G, Dy_q(A)) = H*®+9(G, A)" .
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Le corollaire se déduit du théoréme 1 en appliquant le foncteur dualité *, en util-
isant la dualité pour la cohomologie des groupes finis [i.e. la formule H,(G/U, B)* =
HP(G/U, B*), cf. [25], p. 249-250], et en prenant la limite inductive pour les U con-
tenant N.

Le théoréme 1 lui-méme n'est pas difficile & démontrer. On considére le complexe:

(5) 0— (XY — (XY — - = (X" — (2™ —0
déduit de (1). On le récrit sous forme homologique:
(6) 0 Y, — Y= =Yy — Yo — 0.

On a donc Hy(Y.) = H"" (U, A) pour tout g.
Appliquons maintenant & Y. le foncteur “chaines par rapport &4 G/U”. On obtient
un complexe double C.. de type homologique:

Cp,q = Cp(G/U, Yy) .

Passant & 'homologie “dans la direction de ¢”, on trouve Cp(G/U, H"~9(U, A)) puisque
Cj, est un foncteur exact. Prenant ensuite I’homologie dans la direction de p, on obtient
le terme E2, = H,(G/U,H""%(U, A)) cherché. D’autre part, si I'on prend d’abord
P’homologie par rapport a p, on trouve Hp(G/U,Yy). Ces groupes sont nuls pour p # 0
A cause des lemmes 1 et 2; les mémes lemmes montrent que, pour p = 0, on a:

Ho(G/U,Y,) = HY(G/U,Y,) = YZ/V = (X" 9)")/V = (x™79)¢ .

On obtient ainsi un complexe dont la (co)homologie est H" (G, A), comme on le
désirait. D’oni le théoréme.

Applications:

Théoréme 2. Soit G un groupe profini et soit n un entier > 0. Les conditions suiv-
antes sont équivalentes:

(i) scd(G) =n, E, = Dn(Z) est divisible, et Dy(Z) = 0 pour ¢ < n.

(ii) scd(G) = n, Dy(A) =0 pour g < n lorsque A € Cg est de type fini sur Z.

(iii) H™(G,Hom(A, Evn)) = H"77(G, A)" pour tout r, et pour tout A € Cc de type
fini sur Z.

De méme:
Théoréme 3. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) cd(G) =n, Dg(Z/pZ) =0 pour ¢ < n et tout nombre premier p.
(i) cd(G) =n, Dg(A) =0 pour g <n et tout A € CL.
(iii) H™(G,Hom(A, E,)) = H" "(G, A)* pour tout r et tout A € CL.

Note que D;(Z) est toujours nul et que Do(Z) = 0 si Pordre de G est divisible par
p™° pour tout p. Ainsi, si scd(G) = 2, le groupe G vérifie les conditions du théoréme 2
(pour n = 2) si et seulement si E; est divisible. C’est le cas pour G(Q,/Q,) par
exemple. Ce n’est pas le cas pour G’(E/ k), ol k est un corps de nombres totalement
imaginaire. Too bad ...

Voici une application du théoréeme 3:
Si G est un pro-p-groupe analytique tel que ¢d,{G) < o0, le théoréme de dualité (iii)
s'applique [i.e. G est un groupe de Poincaré dans la terminologie du n°® 4.5}. En effet,
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on sait d’aprés Lazard que G contient un sous-groupe ouvert U qui est un groupe
de Poincaré; comme les D, sont les mémes pour U et pour G, on en conclut que
D,(Z/pZ) = O pour g < n et on applique (i) = (iii) [Cet argument démontre en
fait ceci: si G est un pro-p-groupe de dimension cohomologique finie contenant un
sous-groupe ouvert qui est un groupe de Poincaré, alors G est lui-méme un groupe de
Poincaré.]



Annexe 2. (J-L. Verdier) — Dualité dans la
cohomologie des groupes profinis

§ 1. Modules induits et co-induits

Définitions 1.1. Soient G un groupe profini, V un sous-groupe ouvert, ¥ un V-module
discret topologique. Le module induit Mg (Y) a été défini au chap. 1, § 2,n° 5 (ou il
a été noté ME(Y) ...). Le module co-induit &M(Y) est défini par:

EM(Y) = 2(G) ® z)Y .

C'est un G-module par l'intermédiaire du premier facteur. On vérifie que c’est un
G-module discret topologique (c’est le module induit dans la terminologie de {145]).

Soit X un G-module discret, topologique. Désignant par X° le V-module sous-
jacent, on posera Xv = SM(X%) et vX = MS(X®). Xy est un foncteur en X.
C’est aussi un foncteur covariant en V. Si V' est un sous-groupe ouvert de G contenu
dans V, on définit de maniere évidente une application Xy, — Xv. De méme v X est
un foncteur covariant en X et contravariant en V.

On se propose d’étudier les foncteurs Xy et v X.
P

Proposition 1.2. Le bi-foncteur (V,X) — Xy est canoniquement isomorphe au bi-
foncteur: (V, X) — Z(G/V)®zX.
L’opération de G sur ce dernier module est:

g:2@x—gz@gzx g€G, z€ X, z€ Z(G/V).
De méme le bi-foncteur v X est isomorphe au bi-foncteur:
(V, X) v Bomz(Z(G/V), X) ,
ot l'opération de G sur ce dernier module est:
(9a)(2) = g(a(g™'2)) a € Homz(Z(G/V), X), z € Z(G/V), g€ G.

Indiquons simplement comment on définit les isomorphismes. Soit ¢° la classe, dans
G/V, d’un élément de g de G. A tout élément g®x de Xv associons 'élément g° @ gz de
Z(G/V)®zX. On vérifie qu’on définit ainsi un isomorphisme de Xv sur Z(G/V°®z X,
fonctoriel en X et en V. De méme, a tout élément a de v X, i.e. & toute application
continue a : G — X vérifiant

a(vg) = va(g) veV, geaq,

associons l'application @ : G — X : g — ga(g™?!). On vérifie que 'application @ se
factorise par G/V et que par suite elle définit un élément de Homz(Z(G/V), X). On
vérifie ensuite facilement que ’application ainsi définie est un isomorphisme fonctoriel
en X eten V.

Par abus de notation, nous noterons encore Xv et v X les foncteurs Z(G/V)®z X et
Homz(Z(G/V), X). Les propriétés de ces foncteurs sont résumées dans la proposition
suivante:
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Proposition 1.3. 1) Il existe des isomorphismes tri-fonctoriels:

Homg(Xv,Y) = Homg(X,vY) — Homy(X,Y) .

2) Pour un sous-groupe ouvert V donné, il existe un isomorphisme fonctoriel en X:
iv : Xv — vX. (Cet isomorphisme ne saurait évidemment pas étre fonctoriel en V)

3) Les foncteurs X v— Xy et X — v X sont exacts en X et commutent aux limites
inductives et projectives quelconques.

4) Lorsque X est un G-module injectif, les G-modules Xv et v X sont injectifs.

5) Soit V' un sous-groupe ouvert de G, contenant V et normalisant V. V' opére
4 droite sur Xy ~ Z(G/V) ® zX par lintermédiaire de V' /V. Cette structure de V'-
module a droite est fonctorielle en X. Elle est ausst fonctorielle en V au sens suivant.
Soit U un sous-groupe ouvert de G contenu dans V et invariant dans V'. L’application
canonique: Xy — Xy est compatible avec les structures de V'-modules.

De méme, V' opére & gauche sur vX = Homgz(Z(G/V),X) par lintermédiaire
de V'/V. Les opérations de V' commutent aur opérations de G. Cette structure de
V'-module & gauche est fonctorielle en X et en V.

De plus, si nous transformons le V'-module a droite Xv en un V'-module ¢ gauche
en posant: v'xz = av' ", Visomorphisme iy de (2) est un isomorphisme de V'-modules.

6) Pour la structure de V' /V -module & droite de Xv, on a:

Hi(V' )V, Xv)=0 pour i£0 et Ho(V'/V,Xv)= Xy,

6)’ Pour la structure de V']V -module & gauche de vX, on a:
H(V'/V,vX)=0 pour i #0 et H°(V'/V,vX)=v. X .

Démonstration. La premiére assertion est triviale & partir de la deuxiéme définition
des foncteurs Xy et v X. L’isomorphisme iy de la deuxiéme assertion s’obtient en
considérant la base canonique de Z(G/V). Les propriétés (3) et (4) se déduisent alors
formellement des propriétés (1) et (2). La démonstration de (5) n’est qu’une suite de
vérifications triviales. Démontrons les propriétés (6) et (6)'. Z(G/V) est un V'/V-
module a droite induit. Donc Xv et v X sont des V'/V-modules induits. Reste & voir
que Ho(V'/V, Xy) = Xy et que H(V'/V,vX) = v+ X ce qui est évident.

Nous utiliserons les modules induits pour construire des résolutions. De maniére
précise, soient X un G-module discret, X° le groupe abélien sous-jacent, K°(X) =
Mg(X®) le module induit correspondant, (X) : X — K°(X) l'injection canon-
ique, Z'(X) = coker(e(X)), et 5}(X) : K°(X) — Z'(X) le morphisme canonique.
Définissons alors par récurrence pour tout entier 2 > 1:

K'(X)=K%Z'(X)), € =¢e(Z'(X)),
Z7(X) = coker(e') , 7T =35Y(Z'(X)),

1 o
d =073,

I

On a défini ainsi un complexe K*(X) fonctoriel en X, et un morphisme fonctoriel
£:id — K* faisant de K*(X) une résolution de X.

Proposition 1.4. K™ est un foncteur covariant, additif, exact, commutant aux limites
inductives filtrantes. Pour tout entier positif i et pour tout G-module discret X, le G-
module K*(X) est cohomologiquement trivial (i.e. cd(G, K*'(X)) =0, ¢f. Annexe 1).
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La derniére assertion est évidente car les K*(X) sont des modules induits. Pour
prouver la premitre assertion, il suffit de prouver que K%(X) est un foncteur exact en
X et qu’il commute aux limites inductives filtrantes. Soit:

0—X —X—X"—0
une suite exacte de G-modules discrets. La suite:
0—X°—Xx°— x50
des groupes abéliens sous-jacents, est exacte.
On en déduit immédiatement que la suite:
0 — Ma(X"®) — Ma(X®) — M(X"%) — 0

est exacte. Soit de méme X, un systéme inductif filtrant de G-modules discrets et
X = lim  X,. Soit m le morphisme canonique

lim (K°(Xa)) — K°(X) .

Le morphisme m est évidemment injectif; montrons qu’il est surjectif. Pour cela, il
suffit de montrer que toute application continue: a : G — X, se factorise par un X,.
Or G étant compact et X discret, I'image de G par a est finie. Cette image est donc
contenue dans l'image, dans X, d'un X,.

Définition 1.5. Toute résolution de X, fonctorielle en X, possédant les propriétés de
la proposition 1.4, sera appelée foncteur résolvant (cf. Téhoku [59]).

Proposition 1.6. Soient (K7,e1) et (K3,€2) deux foncteurs résolvants. Il existe un
foncteur résolvant (K3,e3) et deux morphismes de foncteurs résolvants

md: K — K3, md K3 — Ki |
tels que le diagramme suivant soit commutatif:
id <5 K7

2] NP m
mS
K; -3 K3
Soit K3(X) le complexe simple associé au double complexe: K§(K3(X)). Le fonc-

teur K} étant exact, le complexe K3(X) est acyclique sauf en dimension zéro. Le fonc-
teur X — K3(X) est exact et commute aux limites inductives filtrantes. De plus pour
tout entier ¢ > 0, K3(X) est cohomologiquement trivial car il est somme directe de G-
modules cohomologiquement triviaux. Enfin les morphismes d’injection des complexes
K{(X) et K3(X) dans le double complexe Ki(K3(X)) définissent des morphismes de
complexes

mi: K — K3

my: K3 — K3

fonctoriels en X, qui induisent un isomorphisme sur les objets de cohomologie, tels que
le diagramme suivant soit commutatif:

X =4 Ki(X)

e ] I m?
mS

K3(X) = K3(X)

ce qui permit de définir le morphisme €3 et acheve la démonstration.
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§ 2. Homomorphismes locaux

Définition 2.1. Soient S un sous-groupe fermé de G, X et Y deux G-modules discrets.
On posera:

Homs(X,Y) = lim Homy(X,Y) — lim Homg(Xv,Y) — lim Homg(X,vY) ,
v3s V>§ VoS

les limites inductives étant prises suivant le systéme projectif des sous-groupes ouverts
V contenant S.

Le groupe Homs(X,Y) sera appelé le groupe des homomorphismes locauz en S.
Lorsque § = {1}, on posera Homs(X,Y) = Hom(X,Y).

Proposition 2.2. Soit U un sous-groupe fermé de G, contenant S et normalisant S.

1) Le groupe U/S opére sur Homs(X,Y), faisant de Homs(X,Y) un U/S-module
discret topologique; de plus: H°(U/S,Homs(X,Y)) = Homy(X,Y).

2) Si 'Y est injectif, on a cdy;s(Homs(X,Y)) = 0.

3) Les foncteurs dérivés droits de Y — Homg(X,Y) (4 valeurs dans la catégorie
des U/S-modules) sont:

Exts(X,Y) = lim Exty(X,Y) = lim Extg(Xv,Y) = lim Extg(X,vY) .
VoS VDS VoS

Démonstration. 1) On vérifie sans difficultés que Hom(X,Y) est le plus grand sous-
module de Homgz(X,Y) sur lequel G opére continliment et que

Hom(X,Y)® = Homs(X,Y) .

L’assertion s’en déduit immédiatement.
2) 11 faut montrer que, pour tout sous-groupe U et tout entier ¢ > 0,

H*(U/S,Homs(X,Y))=0.

Or tout sous-groupe ouvert V' contenant S contient un sous-groupe ouvert V, con-
tenant S et normalisé par U. On en déduit que

H°(U/S,Homs(X,Y)) = lim H(U - V/V,Homy (X,Y)) ,
A\ =T-)

la limite étant prise sur les sous-groupes V normalisés par U. Par suite, d'apreés chap. I,
§ 1, prop. 8, on peut supposer que S est ouvert.

Soit Z* une résolution (indexée par les entiers négatifs) du U/S-module Z, par des
U/S5-modules libres de type fini. On a alors:

H*(U/S,Homs(X,Y)) = H"(Homy,5(Z°, Homs(X,Y))! .

Mais, S étant ouvert, on a Homs(X,Y) = Homs(X,Y). 1l vient alors en utilisant les
isomorphismes canoniques:

H*(U/S,Homs(X,Y)) = H*(Hom{{X,Homz(Z*,Y))) .

Les termes du complexe Z* sont des sommes directes de modules isomorphes & Z(U/S).
Par suite, les termes du complexe Homz(Z*,Y) sont des sommes directes de modules

! Homy,, s désigne le complexe des morphismes.
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isomorphes & Homz(Z{U/S),Y). Or Y est G-injectif, donc U-injectif. Par suite, d’aprés
la prop. 1.3, le U-module Homz(Z(U/S),Y) est injectif. Les termes du complexe
Hom%(Z*,Y) sont donc des U-modules injectifs. De plus, les modules de cohomologie
de ce complexe sont tout nuls, sauf en dimension zéro ot I'on a H°(Homg(Z*,Y)) =Y.
Le complexe Homz(Z*,Y") est donc une résolution injective du U-module Y. On a donc

H*(U/S,Homs(X,Y)) = Ext{(X,Y) .

Mais Y, étant G-injectif, est U-injectif, c.q.f.d.
3) L’assertion est claire.

Corollaire 2.3. Il existe une suite spectrale:
EP? = HP(U/S,Extl(X,Y)) = Ext} 9(X,Y) .

C’est la suite spectrale des foncteurs composés (prop. 2.2, (1)) qui s’applique ici &
cause de la prop. 2.2, (2).

Proposition 2.4. Lorsque X est de type fini (en tant que groupe abélien ou bien en
tant que G-module, c’est la méme chose), ou bien lorsque S est ouvert, on a:

Homs(X,Y) = Homs(X,Y) et  Ext§(X,Y)=Exts(X,Y).
Le cas S ouvert est trivial. Supposons que X soit de type fini. Le groupe G opere

alors sur X, par l'intermédiaire de G/V’ ol V' est un sous-groupe ouvert invariant
assez petit. On en déduit que pour tout sous-groupe ouvert V assez petit:

Homy (X,Y) = Homz(X,Y")

et par suite, X étant de type fini en tant que groupe abélien:
Hom(X,Y) = Homz(X,Y) .

La proposition s’en déduit aisément.

Corollaire 2.5. Lorsque U est ouvert (par exemple U = G), la suite spectrale 2.8
devient:
HP(U/S,Exty(X,Y)) = Ext;tI(X,Y) .

Lorsque X est de type fini, ou bien lorsque S est ouvert, cetle suite spectrale devient:
H?(U/S,Ext%(X,Y) = Ext}"9(X,Y) .
En particulier, lorsque X est de type fini, on a:
HP(U,Ext}(X,Y)) = Ext"9(X,Y) .
Cette suite spectrale fournit la suite exacte illimitée:
0 — H'(U,Homz(X,Y) — Ext;(X,Y)
— H°(U,Extz(X,Y) > H*(U,Homz(X,Y)) — -
<+ — H?(U,Homz(X,Y)) - Ext},(X,Y)
— HP"Y(U,Extz(X,Y)) > HP* (U, Homz(X,Y)) — - --
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Remarques 2.6.

1) Soit V un sous-groupe ouvert invariant de G. Pour tout couple de G-modules
X et Y, le groupe abélien Exti (X,Y) est muni d’une structure de G/V-module.
Cette structure de G/V-module peut se définir simplement de la maniére suivante:
Exti, (X,Y) est fonctoriellement isomorphe & Ext5(Xv,Y). Or, (prop. 1.3 (5)) Xv est
muni d’une structure de G/V-module & droite. On en déduit que, pour tout foncteur
contravariant F', & valeur dans la catégorie des groupes abéliens, F(Xv) est un G/V-
module & gauche. Seoit S un sous-groupe fermé de G, invariant. La remarque précédente
nous permet d’obtenir facilement la structure de G/S-module de Ext%({X,Y). En effet,
le G/S-module Ext%(X,Y) est la limite inductive des G/S-modules Ext} (X,Y), la
limite étant prise sur les sous-groupes ouverts V invariants et contenant S.

2) Lorsque X = Z, Ext},(Z,Y) = H*(V,Y) est donc muni d’une structure de G/V-
module. Supposons que G opére trivialement sur Y. La structure de G/V-module de
H*(V,Y) est alors déduite des opérations de G sur V par automorphismes intérieurs.

3) Soient V un sous-groupe ouvert de G, X un G-module. On a alors les isomor-

phismes:
HY(V,X) -5 HY(G,vX) = H(G, Xv) ,

le premier isomorphisme étant défini & partir des isomorphismes de la prop. 1.3 (1),
le second étant défini a l'aide de l'isomorphisme de la prop. 1.3 (2), iv : Xv — vX.
Soit V' un-sous-groupe ouvert invariant de G, contenu dans V. L’homomorphisme
canonique: v X — /X définit un homomorphisme canonique: H*(V, X) — H*(V', X),
qui n’est autre que la restriction. De méme, ’homomorphisme canonique: Xy — Xy
définit un homomorphisme: H*(V’, X) — H*(V, X) qui n’est autre que la corestriction.

§ 3. Le théoréme de dualité

Nous noterons C 1'une des catégories:

— Cg catégorie des G-modules discret topologiques,

— C& sous-catégorie pleine de Cg des G-modules de torsion,
— CF, sous-catégorie pleine de Cg des G-modules de p-torsion.

Pour simplifier I'écriture, le foncteur H%(G, ) sera noté I

Soient X * et Y* deux complexes d'une catégorie additive quelconque. Hom® (X *,Y*)
désignera le complexe simple des morphismes de X*® dans Y'°*.

Lorsqu’on utilisera un foncteur résolvant (Définition 1.5), il s’agira toujours d’un
foncteur résolvant & valeur dans C et non pas seulement & valeur dans C¢. Le foncteur
K™ de la prop. 1.4 est, lorsque 'argument est un objet de C, & valeur dans C).

Proposition 3.1. Soient A un groupe abélien, X — K*(X) un foncteur résolvant.

1) Le foncteur X — Homj,(I'K*(X),A) de C & valeur dans les complezes de

groupes abéliens, est représentable. En d’autres termes, il existe un complexe fc(A)
d’objets de C et un isomorphisme de foncteurs:

A : Hom&, (F'K*(X), A) -5 Hom& (X, Ic(A)) -

Le compleze I:C(A) est fonctoriel en A. Le foncteur: A — fC(A) est unique 4 isomor-
phisme unique prés.
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2) Le compleze fc(A) ne dépend pas, & homotopie prés, du foncteur résolvant
choist.

3) Lorsque A est un groupe abélien injectif, les objets du complexe fc(A) sont
injectifs.

4) Soit X — K*(X) un foncteur résolvant de Cg, qui, lorsque X est un objet de
C% (resp. de C&), est a valeur dans C& (resp. C%). FC‘G (A) est le sous-compleze de

torsion de I ce(A). Le complexe T cr, (A) est la partie p-primaire de fcé (4).

5) Lorsque A est un groupe abélien injectif, les objets de cohomologie de fc(A) sont
donnés par les formules suivantes:

a) C =Cg _
H™%(Toa(A)) = lim Homz(H'(V,2), 4) ,
V,cor
la limite inductive étant prise sur les sous-groupes ouverts et les morphismes de core-

strictions. La structure de G-module est définie par la structure de G-module & droite
de HY(V,Z) lorsque V est invariant dans G.

b) C=Ck _
H™ (Tt (A) = lim Homz(H(V,2/m3Z), A)

V,cor,m

c) C=C%
q(['c,, (A)) = lim Homz(H%(V,Z/p™Z), A)

V,cor,m

Démonstration. 1) D’aprés les propriétés des foncteurs résolvants (Définition 1.5) le
foncteur: X — Hom(I'K*(X), A) est contravariant, exact & gauche, et il transforme
limite inductive filtrante en limite projective filtrante. Comme la catégorie C est locale-
ment noethérienne (cf. Gabriel [52], chap. 2), ce foncteur est représentable (cf. Gabriel
[52], chap. 2, n° 4 ou encore dans ce cours, chap. I, § 3, lemme 6). L’assertion s’en
déduit aisément.

2) Soient K7 et K3 deux foncteurs résolvants; pour démontrer 'assertion, on peut
supposer, d’aprés la prop. 1.6, qu'il existe un morp}usme de résolution m : K - K.

On en déduit un morphisme fonctoriel en 4 m : I’c 1{A) — Ic 2{A) qui possede la
propriété suivante: pour tout objet X de C le morphisme déduit de m:

Hom&(X, I'c,1(A)) — Hom& (X, I'c,2(A))

induit un isomorphisme sur les groupes de cohomologie. On en déduit que le morphisme
m est un isomorphisme & homotopie pres.

3) Clair.

4) Clair.

5) Etudions le cas C = Cg. L’isomorphisme A induit sur les groupes de cohomologie
un isomorphisme:

A_, : Homz(HY(G, X), A) — H™*(Homg(X, I'c,(A)) .

Prenant X = Zy et passant a la limite inductive sur les sous-groupes ouverts, on
obtient le résultat annoncé. On procede de méme pour les autres cas.

On désignera par R(Ab) (resp. R(C)), la catégorie des complexes finis (i.e. ne
comportant qu'un nombre fini d’objets non nuis) de groupes abéliens (resp. d’objets
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de C)?. Lorsque le foncteur I' est de dimension cohomologique finie sur C, il existe des
foncteurs résolvants finis (i.e. tel que pour tout objet X de C, K*(X) soit un complexe
fini): si on considére le foncteur résolvant donné par la prop. 1.4, les Z*, pour i assez
grand, sont cohomologiquement triviaux. Soit done X — K*(X) un foncteur résoivant
fini. On le prolonge & la catégorie R(C) de la maniére suivante: si X® est un objet de
R(C) on pose:

K*(X*) = complexe simple associé au complexe double: K*(X7) .

Proposition 3.2. Supposons que I' soit de dimension cohomologique finie sur C.
Soient X — K*(X) un foncteur résolvant fini, X* un objet de R(C), A® un objet
de R(Ab).

1) Il eziste un foncteur A* T c(A*) & valeur dans R(C) et un isomorphisme
bi-fonctoriel:

A : Homj,(FK*(X*), A®) =5 Hom&(X®, Tc(A%)) .

2) L’isomorphisme A définit un homomorphisme de complezes (i.e. commutant
avec la différentielle) de degré zéro:

0: K 'Tc(A®) — A®
tel que lisomorphisme A~ soit le composé des homomorphismes:

Hom&(X*, F(A4*)) ™5 Hom$o(FK*(X*), 'K T'c(A%)) =% Homa,(I'K*(X*), A) .

Démonstration. La démonstration de (1) est triviale & partir de la prop. 3.1 (1). Pour
démontrer I'assertion (2), on transpose les démonstrations classiques sur les foncteurs
adjoints.

Soit X* un objet de R(C). Nous désignerons par H*(G,X*) le i-éme groupe
d’hypercohomologie de I'( X *). Soit de plus Y* un autre objet de R(C); nous désignerons
par Ext,(X*®,Y*) le i-éme hyperext (cf. [25], chap. XVII, n° 2). Cette notation, ou C
n’intervient pas, n’apporte cependant pas de confusion grace au

Lemme 3.3. Un objet I, injectif dans C, est injectif dans Ca.

Le cas C = Cg étant trivial, étudions par exemple le cas C = C%. Soit J un injectif
de Cg. 1l est clair que le sous-objet de torsion J* de J est un injectif de C& et que
tout objet de C% se plonge dans un injectif de ce type. Il nous suffit donc de montrer
que J*? est un injectif de Cg. Mais J, étant injectif, est facteur direct du module induit
injectif Mc(J®) ot J° est le groupe abélien injectif sous-jacent & J. On en déduit que
Jt est facteur direct de Mg (J°)! = Mc(J®) qui est injectif dans Cg.

Le cas C = C% se démontre de maniére analogue.

Définition 9.4. Un complexe dualisant de C est un complexe fini D* de C muni de
¢: H°(G, D*) — Q/Z un homomorphisme tel que les homomorphismes composés:

HY(G, X*) x Extz'(X*,D*) — H%(G,D*) % Q/Z

(la premiére fleche étant définie par le cup-produit), définissent des isomorphismes de
foncteurs: Ext3*(X*®, D*) 5 Homz(H' (G, X*), Q/Z).

% Les morphismes de R(Ab) (resp. R(C)) sont les homomorphismes de complezes, i.e.
conservant le degré et commutant avec la différentielle.
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L’unicité du complexe dualisant est explicitée par la proposition ci-dessous. Soit X*
un objet de R(C). Une résolution injective de X* est un homomorphisme de complexes
X* — Inj(X*) dans un complexe dont tous les objets de degré négatif sont nuls sauf
au plus un nombre fini d’entre eux, homomorphisme qui induit un isomorphisme sur
les objets de cohomologie. 1l existe des résolutions injectives ({25], chap. XVII). Les
résolutions injectives sont uniques & homotopie pres.

Proposition 3.5. Soient (D}, 1) et (D3, g2) deuz complezes dualisants de C, Inj{D})
et Inj(D3) deux résolutions injectives. Il existe un isomorphisme 4 homotopie prés et
un seul:

s : Inj(D}) — Inj(D)
qut sott compatible avec g1 et 2.

Nous ne démontrerons pas cette proposition.

Théoréme 3.6. Soit G un groupe profini de dimension cohomologique finie (resp. de
p-dimension cohomologique finie). Les catégories Cg, C&, C% (resp. CB) possédent
des complezes dualisants.

En effet I'isomorphisme A de la prop. 3.2 donne, en passant a la cohomologie, des
isomorphismes:

A_, :Homz(HY(G,X*),Q/Z) = Ext *(X*,I'c(Q/Z)) .
De plus, le (2) de la prop. 3.2 permet de définir un homomorphisme

e: H°(G, Tc(Q/2)) — Q/Z

et la deuxiéme partie de Passertion (2) ainsi que la définition du cup-produit montrent
que l'isomorphisme AZ est défini par '’homomorphisme composé:

Extz(X°®, Ic(Q/2Z)) x HY(G, X*) — H%(G,Tc(Q/Z)) - Q/Z .

Nous noterons I (resp. 7', resp. I P} le complexe de G-modules injectifs fcc (Q/Z)
(resp. ch (Q/Z), resp. f‘cg (Q/Z)) obtenu d’apres la prop. 3.1 & l'aide d’un foncteur
résolvant quelconque®. Les objets de cohomologie de ces complexes sont donnés par
les formules de la prop. 3.1 (5). Changer de foncteur résolvant revient a remplacer
les complexes It T i par des complexes homotopiquement équivalents. Lorsque, par

exemple, G est de dimension cohomologique finie, le complexe T est homotope & un
complexe injectif fini et le théoréme 3.6 montre que Visomorphisme de 0-foncteurs:

A_q : Homz(HY(G, X), Q/Z) — H™‘(Hom&(X,I)) X € ob(C¢)
(défini par la proposition 3.1 sans hypothése sur G) est défini ici par un cup-produit.
Proposition 3.7. Soit G un groupe profini et soit H un groupe opérant sur G,

possédant la propriété suivante: pour tout sous-groupe ouwvert V de G, il existe un
sous-groupe ouvert V' contenu dans V, invariant par H et par G.

Alors, pour tout entier q, H opére sur H “'(T) et si on désigne par hq Uopération
d'un h € H sur H™9(I), on a la formule:

hq(ga) = h(g)hq(e) g€G, ac H ().

3 Lorsqu’aucune confusion n’en résultera on écrira simplement I (resp. I*, I?).
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En d’autres termes, H opére sur le G-module H "’(T) de facon compatible avec les
automorphismes de H sur G.
De plus, st H = G et si G opére sur lui-méme par aulomorphismes intérieurs,

Vopération de G sur H"Q(T) n'est autre que 'opération naturelle de G sur H“"’(T).
Enfin on a les mémes résultats pour les complezes I* et I?.

En effet, d’apres la prop. 3.1

H™(I) = lim Homz(H*(V,Z),Q/Z) .

V,cor

Lorsque V est invariant par H et par G, H opére sur Homz(H ™ 9(V, Z), Q/Z) de facon
compatible avec les opérations de G qui, elles, s’obtiennent & partir des opérations de G
sur V par automorphismes intérieurs. D’ou le résultai en passant 3 la limite inductive.

On refait le méme raisonnement pour les complexes I et I7.
Proposition 3.8. Soient G un groupe profini, V un sous-groupe ouvert invariant.

1) Le V-module H“’(Tv) est canoniquement isomorphe au V-module obtenu en
restreignant les scalaives dans le G-module H™9(1¢).

2) Réciproguement, G opére sur V par automorphismes intérieurs et vérifie la con-
dition de la prop. 3.7. Il opére donc sur H™%{Iy). Le G-module ainsi oblenu est canon-
iquement isomorphe ¢ H™(Ig).

On a des résultats analogues avec les complexes Tt et I7.

Démonstration. La premiére assertion est évidente a partir des formules de la prop. 3.1.
La deuxiéme assertion se déduit immédiatement de la prop. 3.7.

Les deux derniéres propositions nous serviront a déterminer le complexe dualisant
de G connaissant celui de V.

§ 4. Application du théoréeme de dualité

Définition 4.1. Soient G un groupe profini, p un nombre premier. Le groupe G est dit
de Cohen-Macaulay strict en p si:

1) G est de p-dimension cohomologique finje.

2) Le complexe I%, n’a qu’un seul objet de cohomologie non nul.

3) Les objets de cohomologie de If, sont injectifs en tant que groupes abéliens.

Remarques 4.2.
1) Si G est de Cohen-Macaulay strict en p et si cdp(G) = n, I'objet de cohomologie

non nul de T’é est H ‘"(Tg). C’est donc le module dualisant de G (chap. I, § 3, n°® 5).

2) Par analogie avec la théorie de la dualité dans les anneaux locaux, on dit que
G est un groupe de Cohen-Macaulay en p s’il posséde les deux premiéres propriétés de
la définition 4.1. Je ne connais pas de groupe de Cohen-Macaulay qui ne soit pas de
Cohen-Macaulay strict.
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Soit G un groupe de Cohen-Macaulay en p. Nous noterons P = H '"(Tg)
(n = cdy(G)) le module dualisant de G. Le théoréme de dualité s’écrit alors:
A_, : Homz(H(G, X),Q/Z) < Ext% 9(X,T?) X € ob(CP).

En effet, on peut prendre comme complexe dualisant le complexe réduit au seul objet

I? en degré —n et zéro ailleurs. L’isomorphisme de dualité est défini & P'aide du cup-
produit et de ’homomorphisme canonique ¢ : H" (G, I?) — Q/Z.
Nous poserons HY(G) = HY(G,Z/pZ).

Proposition 4.3. Soit G un groupe profini tel que cdp(G) = n. Les deuz propriétés
suivantes sont équivalentes:

1) G est de Cohen-Macaulay strict en p.
2) Pour tout ¢ # n, lim,  Homz(H%(V),Q/Z) = {0}.

Démonstration. 1) = 2). En effet en posant X = Z/pZy dans la formule de dualité
on obtient I'isomorphisme:

Homz(H(V), Q/Z) — Ext? (Z/pZ, I?) .

En passant & la limite inductive sur les sous-groupes ouverts, on obtient le résultat.
(On utilise la prop. 2.4.)
2) = 1). Les foncteurs X — lim Homgz(H(V, X),Q/Z) forment un 8-fonc-

——V,cor
teur. Le G-module Z/p™Z admettant une suite de composition a quotients Z/pZ, on
en déduit que pour tout entier m:

lim, Homz (H'(V, 2/p™%),Q/Z) = {0} g#n

V,cor

d’oty, en utilisant la prop. 3.1 (5), le fait que G est de Cohen-Macaulay. Reste & montrer

que le module dualisant I? est divisible. Or le théoréme de dualité nous donne, encore
une fois en passant a la limite sur les sous-groupes ouverts, l'isomorphisme:

Extz(Z/pZ, I*) — lim Homz(H""'(V),Q/Z)

V,cor

d’oit le résultat (on suppose n > 0, le cas n = 0 étant trivial).

Soit G un groupe de Cohen-Maca.ulay strict en p. Soit X un G-module fini de
p-torsion. On posera: X = Homz(X ™ ). C’est un G-module discret de p-torsion. Le
foncteur X — X est exact (Ip est divisible).

Proposition 4.4. L’isomorphisme de dualité définit un isomorphisme de -foncteurs:
Homz(HY(G, X),Q/Z) -~ H* (G, X) ,
l'tsomorphisme étant défini par le cup-produit:
HY(G,X) x H" %G, X) L H(G,T?)
et ’homomorphisme canonique:

o: HG,I*) — Q/Z .
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Démonstration. En effet, le théoréme de dualité s’écrit:
Homz(H(C, X),Q/Z) —= Ext} %X, T?) .

Mais X est de type fini et TP est divisible. Le corollaire 2.5 nous fournit alors un
isomorphisme:

Ext} (X, %) = H™ %G, Homz (X, I?)) = H" (G, X)

d’oti 'isomorphisme annoncé. Le fait que I'isomorphisme de dualité soit défini par le
cup-produit fournit la seconde partie de la proposition.

Définition 4.5. Un groupe profini G est dit de Poincaré en p si G est de Cohen-
Macaulay strict en p et si le module dualisant de G est isomorphe, en tant que groupe
abélien, 4 Qp/Z,.

Proposition 4.6. Soit G un pro-p-groupe tel que cdp(G) = n. Les propriétés suivantes
sont équivalentes:

1) G est un groupe de Poincaré en p.

2) Les HY(G) sont des espaces vectoriels de dimension finie; H*(G) est de di-
mension 1; le cup produit: HY(G) x H""9(G) 5 H™(G) est une forme bilinéaire non
dégénérée.

1) = 2). Remarquons d’abord que le sous-G-module de I?: noyau de la multi-
plication par p, est isomorphe & Z/pZ en tant que groupe abélien et que G y opére
trivialement {G est un pro-p-groupe). Ecrivons isomorphisme de dualité:

Homz(H"(G), Q/Z) =+ Home(Z/pZ,1?) = Z/pZ ,

ce qui montre que H"(G) est de dimension 1. Ensuite le G-module E};E étant isomor-
phe au G-module Z/pZ, la prop. 4.4 fournit un isomorphisme:

Homz(HY(G), Z/pZ) = H" 9(G) ,

ce qui montre que les espaces vectoriels H9(G) sont isomorphes & leurs biduaux et
que par suite ils sont de dimension finie. De plus, on vérifie aisément, & l'aide de la
prop. 4.4, que I'isomorphisme précédent est défini par le cup-produit:

HY(G) x H* YG) —= H™(G) ,

et que par suite ce cup-produit est non dégénéré.
2) = 1). Cette implication a déja été démontrée (chap. I, § 4, n® 5, démonstration
de la prop. 30).

Proposition 4.7. Soit G un groupe profini de p-dimension cohomologigue finie. Sup-
posons qu’il existe un sous-groupe owvert V de G qui soit de Cohen-Macaulay en p
(resp. de Cohen-Macaulay strict en p, resp. de Poincaré en p). Alors G est de Cohen-
Macaulay en p (resp. ...). La réciprogue est vraie i.e. si G est de Cohen-Macaulay en p
(resp. ...), tout sous-groupe ouvert V de G est de Cohen-Macaulay en p (resp. ...).

Ces énoncés sont triviaux a partir des définitions et de la prop. 3.8.

Lazard a montré que, si G est un groupe analytique de dimension n sur Q, tous
les sous-groupes ouverts de G assez petits sont des groupes de Poincaré. On a donc:
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Corollaire 4.8. Soit G un groupe analytique de dimension n sur Qp, compact, de p-
dimension cohomologique finie. Alors G est un groupe de Poincaré en p de dimension n.

Ezercices.
1) Soit G un groupe profini dont l'ordre est divisible par p™. Montrer que

H(Ig) = {0} .
2) Soit G un groupe de Cohen-Macaulay en p et soit n = cdy(G). Montrer
I’équivalence:
G de Cohen-Macaulay strict en p <= lim Homgz(H *~1(V),Q/Z) = {0} .
V,cor
3) Soit G un groupe de p-dimension cohomologique 1. Alors G est un groupe de
Cohen-Macaulay strict en p.

4) Soient F(J) un p-groupe libre, {oi}ics les générateurs, (o) les sous-groupes
fermés engendrés par les générateurs. Montrer que le module dualisant de F(J) est

P ME(Qp/25) -

ieJ
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11 s’agit de prouver ’énoncé suivant (cf. n® 4.4):
Théoréme 1. Si G est un p-groupe # 1, on a r > d*/4, avec
d=dim H'(G,Z/pZ) et r=dim H*(G,Z/pZ) .

On va voir que ce théoréme provient d’un résultat général sur les algébres locales.

§ 1. Enoncé

Soit R une algébre de dimension finie sur un corps k, et soit I un idéal bilatére de R.
On fait les hypothéses suivantes:

(a) R=ko®I.

(b) I est nilpotent.

Ces hypothéses entrainent que R est un anneau local (non nécessairement commu-
tatif) de radical I et de corps résiduel k, cf. Bourbaki AC II, n°® 3.1.

Si P est un R-module (& gauche), de type fini, les Tor(P, k) sont des k-espaces
vectoriels de dimension finie. On posera:

t:(P) = dimy Tor{(P, k) .
Soit m = to(P) = dimg P/I-P.SiZ1,...,Em est une k-base de P/I-P, soient x1,...,Tm

des relévements dans P de Zi,...,Em. D’aprés le lemme de Nakayama, les z; engen-
drent P. Ils définissent donc un morphisme surjectif
z:R" — P,

et Yon a Ker(z) C I- R™.
Ceci s’applique notamment & P =k, avecm =1, z; = 1 et Ker(z) = I. On a:

to(k) =1,
t1(k) = dimg Torf (k, k) = dimg I/1?
t2(k) = dimy Torj'(k, k) = dimj Tor(I, k) .
Nous allons démontrer:
Théoréme 1’. §i I #0, on a ta(k) > t1(k)?/4.

Cet énoncé entraine le th. 1. En effet, si l'on prend k = F, et R = F;[G], Palgebre
R est une algébre locale dont le radical I est I'idéal d’augmentation de R (cela résulte,
par exemple, de la prop. 20 du n°® 4.1). De plus, on a Tor?(k, k) = H;(G,Z/pZ), d’oir

t:(k) = dim H;(G, Z/pZ) = dim H'(G,Z/pZ) ,
puisque Hi(G,Z/pZ) et H*(G,Z/pZ) sont duaux 'un de l'autre. Do le th. 1.
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§ 2. Démonstration
Posons d = t1(k) et r = t2(k). On a:
d=t1(k) = to(I) = dimx I/I* et r=ta(k) =t:(I) .
L’hypothése I # 0 équivaut & d > 1. D’apres ce qui a été dit plus haut, il existe une
suite exacte
0—J—R*—I—0 ,

avec J C I - R®. Comme r = t:(I) = to(J), on voit que J est isomorphe & un quotient
de R". D'ol une suite exacte

Rr——s—-)Rd—->I——rO,

avec Im(e) = J C I - R* (début d’une résolution minimale de I, cf. e.g. [24], [66]).
En faisant le produit tensoriel de cette suite exacte par R/I™, ol n est un entier > 0,
on obtient la suite exacte

(R/I™)" — (R/I™)* — [JI™ — 0.

Mais le fait que 'image de ¢ soit contenue dans I - R? montre que ’homomorphisme
(R/I™)" — (R/I™)? se factorise par (R/I"!)". On obtient ainsi une suite exacte

(R/I'n—l)r . (R/In)d — I/In+1 —0.
D’ou l'inégalité
d-dimg R/I" < r-dimg R/I"™! + dimg [/

valable pour tout n > 1. Si 'on pose a(n) = dimx R/I", ceci s’écrit:
(*x) d-a(n)<r-a(n—-1)+aln+1)-1 (n>1).

Une premiére conséquence de (*,) est l'inégalité r > 1. En effet, si r = 0, on a
d-a(n) < a(n+1)—1doua(n) < a(n + 1), ce qui est impossible puisque a(n) =
dimy R/I" est constant pour n grand (I étant nilpotent).

Supposons que d? — 4r soit > 0. On peut factoriser le polynéme X2 — dX -+ 7 en
(X = A)(X — ), oir X et p sont réels > 0, avec u > A (d’otr p > 1, puisque Ay = 7).
Posons

A(n) =a(n) — Aa(n—-1) .

On a

A(n+1) — pA(n) = a(n + 1) — (A + pa(n) + Aua(n — 1)
=a(n+1)—d-a(n)+r-an-1),

ce qui permet de récrire (*») sous la forme:
(*n) An+1) - pAn) 21 pour n > 1.

Oronaa(0)=0,a(1)=1,a(2) =d+1,doh A{0) =0, A(1) =1, A(2) =d+1~-Xr =
1+ p. On déduit alors de (*},), par récurrence sur n, que

An) 2 14+ p+- 4 p™! (n21).

Comme g > 1, ceci entraine A(n) > n. C’est absurde puisque a(n), donc aussi
A(n), est constant pour n grand. On a donc bien d* — 4r < 0, cqfd.
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Ezercice.

Soit G un pro-p-groupe. On pose d = dim H' (G, Z/pZ), r = dim H*(G,Z/pZ) et
’on suppose que d et r sont finis (de sorte que G est “de présentation finie”).

(a) Soit R la limite projective des algébres Fp[G/U], ou U parcourt I’ensemble
des sous-groupes ouverts normaux de G. Montrer que R est une Fy-algebre locale, de
radical I = Ker : R — Fyp.

(b} Montrer que I" est de codimension finie dans R. On pose a(n) = dim R/I™.
Montrer que dim I/I? = d, et que, si on écrit I sous la forme Rd/J, onadimJ/IJ=r,
cf. Brumer {24] et Haran [66]. En déduire que Pinégalité (*,) est encore valable (méme
démonstration).

(c) On suppose d > 2et r < d? /4. Déduire de (*,) qu'il existe une constante ¢ > 1
telle que a(n) > ¢* pour n assez grand. D’aprés Lazard ([102], A.3.11), ceci entraine
que G n’est pas un groupe analytique p-adique.



Chapitre 11

Cohomologie galoisienne — cas commutatif



§ 1. Généralités

1.1. Cohomologie galoisienne

Soit k un corps, et soit K une extension galoisienne de k. Le groupe de Galois
G(K/k) de lextension K/k est un groupe profini (cf. Chap. 1, n® 1.1), et on
peut lui appliquer les méthodes et les résultats du Chapitre I, en particulier,
si G(K/k) opére sur un groupe discret A(K), les HY(G(K, k), A(K)) sont bien
définis (si A(K) n’est pas commutatif, on se limite & ¢ = 0,1).

En fait, on travaille rarement avec une extension K /k fixe. La situation est
la suivante:

On dispose d’un corps de base k, et d’un foncteur K — A(K) défini sur la
catégorie des extensions algébriques séparables de k, & valeurs dans la catégorie
des groupes (resp. des groupes abéliens), ce foncteur vérifiant les axiomes suiv-
ants:

(1) A(K) = lim A(Kj), pour K; parcourant I'ensemble des sous-extensions
de K de type fini sur k.

(2) Si K — K’ est une injection, le morphisme A(K) — A(K') correspon-
dant est une injection.

(3) Si K’/K est une extension galoisienne, A(K) s’identifie a
HY%G(K'/K), A(K")).

[Cela a un sens, car le groupe G(K'/K) opére — par fonctorialité — sur A(K’).
De plus, Paxiome (1) entraine que cette action est continue.]

Remarques.

1) Si k, désigne une cléture séparable de k, le groupe A(k;) est bien défini,
et c’est un G(ks/k)-groupe. Sa connaissance équivaut (& un isomorphisme de
foncteurs pres) & celle du foncteur A.

2) 1l arrive souvent que le foncteur A puisse étre défini pour toutes les ex-
tensions de k (non nécessairement algébriques, ni séparables), et cela de fagon
a vérifier (1), (2), (3). L’exemple le plus important est fourni par les “schémas
en groupes”: si A est un schéma en groupes sur k, localement de type fini sur k,
les points de A & valeurs dans une extension K/k forment un groupe A(K)
dépendant fonctoriellement de K, et ce foncteur vérifie les axiomes (1), (2), (3)
[Paxiome (1) résulte de ce que A est localement de type fini]. Ceci s’applique



1.2. Premiers exemples 83

notamment aux “groupes algébriques”, c’est-a-dire aux schémas en groupes de
type fini sur k.

Soit A un foncteur vérifiant les axiomes ci-dessus. Si K’/ K est une extension
galoisienne, les HY(G(K'/K), A(K')) sont définis (si A n’est pas commutatif, on
se limite & ¢ = 0,1). On les note HY(K'/K, A).

Soient K|/K; et K/K, deux extensions galoisiennes, de groupes de Galois
G, et G,. On suppose donnée une injection K; —» K3. Supposons qu’il existe
une injection Kj 2, K prolongeant Pinclusion i. On définit au moyen de j
un homomorphisme G, — G; et un morphisme A(Kj]) — A(K3); ces deux
applications sont compatibles, et définissent des applications

HY(G\, A(K})) — H(G2, A(K3)) ;

ces applications ne dépendent pas du choiz de j (cf. [145), p. 164). On a donc
des applications

HY(K;/Ki1,A) — HI(K;/K,, A)
ne dépendant que de i (et de l’existence de j).

En particulier, on voit que deux clotures séparables de k définissent des
H%(k,/k,A) en correspondance bijective canonique. Cela permet de laisser
tomber le symbole k, et d’écrire simplement H9(k, A). Les H?(k, A) dépendent
fonctoriellement de k.

1.2. Premiers exemples

Soit G, (resp. G) le groupe additif (resp. multiplicatif), défini par la relation
Ga(K) = K (resp. G, (K) = K*). On a (cf. [145], p. 158):

Proposition 1. Pour toute extension galoisienne K/k, on a H YK/k,Gp)=0
et H(K/k,G,) =0 (¢ > 1).

En fait, lorsque K /k est finie, les groupes de cohomologie modifiés H UK /k,Gg)
sont nuls pour tout ¢ € Z.

Remargue.

Les groupes HY(K/k,Gy,) ne sont en général pas nuls pour ¢ > 2. On rap-
pelle que le groupe H2(K /k, G,,) s’identifie & la partie du groupe de Brauer Br(k)
décomposée par K; en particulier, H2(k,Gn,) = Br(k), cf. {145}, Chap. X.

Corollaire. Soit n un entier > 1, premier a la caractéristique de k. Soit pn le
groupe des racines n-iémes de l'unité (dans ks). On a:

HY(k,ppn) = k*/K*™ .
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On a une suite exacte:
1——vun—+Gm—"—+Gm——>l,
ol n désigne I'’endomorphisme = — z™. D’ou la suite exacte de cohomologie:
k* 2o k* — HY(k,pp) — HY(k,Gp,) .
Le corollaire en résulte puisque H(k, G,,) = 0, d’aprés la prop. 1.

Remarques.
1) Le méme argument montre que H2(k, u,,) s'identifie & Br,(k), noyau de
la multiplication par n dans Br(k).

2) Si pn, est contenu dans k*, on peut identifier u, & Z/nZ en faisant choix
d’une racine primitive n-iéme de I'unité. Le corollaire ci-dessus donne donc un
isomorphisme entre les groupes:

k*/k*™ et Hom(Gk,Z/nZ) = H'(k,Z/nZ) .

On retrouve la classique “théorie de Kummer”, cf. Bourbaki A.V. § 11.n° 8.
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Dans les paragraphes suivants, on note Gi le groupe de Galois de ky/k, ol k,
est une cléture séparable de k. Ce groupe est déterminé & isomorphisme (non
unique) pres.

Si p est un nombre premier, on note Gi(p) le plus grand quotient de Gy
qui soit un pro-p-groupe; le groupe G (p) est le groupe de Galois de 'extension
ks(p)/k; cette extension est appelée la p-extension mazimale de k. On se propose

de donner des critéres permettant de calculer la dimension cohomologique de G
et des Gr(p), cf. Chap. 1, § 3.

2.1. Un résultat auxiliaire

Proposition 2. Soit G un groupe profini, et soit G(p) = G /N le plus grand quo-
tient de G qui soit un pro-p-groupe. Supposons que cd,(N) < 1. Les applications
canoniques

H(G(p),Z/pZ) — H(G,Z/pZ)

sont alors des isomorphismes. En particulier, cd(G(p)) < cdp(G).

Soit N/M le plus grand quotient de N qui soit un pro-p-groupe. II est clair
que M est distingué dans G, et que G/M est un pro-p-groupe. Vu la définition
de G(p), ceci entraine M = N. Ainsi, tout morphisme de N dans un pro-p-
groupe est trivial. En particulier, on a H*(N,Z/pZ) = 0. D’autre part, puisque
cdp(N) < 1, on a H*(N,Z/pZ) = 0 pour i > 2. Il résulte alors de la suite
spectrale des extensions de groupes que ’homomorphisme

HYG/N,Z/pZ) — HY(G,Z/pZ)

est un isomorphisme pour tout ¢ > 0. L’inégalité cd(G/N) < cd,(G) en résulte,
grace 4 la prop. 21 du Chapitre I.

Ezercice.

Les hypothéses étant celles de la prop. 2, soit A un G(p)-module de torsion p-
primaire. Montrer que l'application canonique de H(G(p), A) dans H?(G, A) est un
isomorphisme pour tout g > 0.
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2.2. Cas ou p est égal a la caractéristique

Proposition 3. Si k est un corps de caractéristique p, on a cdp(Gg) < 1 et
cd(Gi(p)) < 1.

Posons zP — ¢ = f(z). L’application f est additive, et donne lieu & la suite
exacte:
0 — Z/pZ — Gy -5 G, — 0.

En effet, cela signifie (par définition!) que la suite de groupes abéliens

0 — Z/pZ — ky 2 ky — 0

est, exacte, ce qui est facile & voir. Par passage a la cohomologie, on en déduit la

suite exacte:
H'(k,G,) — H*(k,Z/pZ) — H*(k,G,) .

Vu la proposition 1, on en déduit que H%(k,Z/pZ) = 0, i.e. H*(Gy,Z/pZ) = Q.
Ce résultat s'applique aussi aux sous-groupes fermés de G (puisque ce sont des
groupes de Galois), et en particulier & ses p-groupes de Sylow. Si H désigne ’un
d’eux, on a donc cd(H) < 1 (cf. Chap. I, prop. 21), d’oit cdp(Gx) < 1 (Chap. I,
cor. 1 & la prop. 14). Si N est le noyau de Gy — Gi(p), ce qui précéde s’applique
aussi & N et montre que cd,(N) < 1. La proposition 2 permet d’en déduire que
cd(Gk(p)) < cdp(Gr) £ 1, cqfd.

Corollaire 1. Le groupe Gi(p) est un pro-p-groupe libre.

Cela résulte du Chap. I, cor. 2 a la prop. 24.
[Comme H!(Gk(p)) s'identifie & k/f(k), on peut méme calculer le rang de
Gi(p) |

Corollaire 2 (Albert-Hochschild). Si k' est une extension radicielle de k, ’ap-
plication canonique Br{k) — Br(k') est surjective.

Soit k} une cloture séparable de k' contenant k;. Du fait que k’/k est radiciel,
on peut identifier Gi au groupe de Galois de k. /k’. On a:

Br(k) = H%(Gx, k),  Br(k') = HY(Gy, k") .

De plus, pour tout = € ki, il existe une puissance q de p telle que 29 € k;; en
d’autres termes, le groupe k’* /k* est un groupe de torsion p-primaire. Puisque
¢dp(Gk) < 1, on a donc H%(Gy, k. /k?) = 0, et la suite exacte de cohomologie
montre que H2(Gg, k3) — H?(Gy, k") est surjectif, cqfd.

Remarques.

1) Lorsque k' est une extension radicielle de hauteur 1 de k, le noyau de Br(k) —
Br(k’) peut se calculer & ’aide de la cohomologie de la p-algébre de Lie des dérivations
de k' /k, cf. G.P. Hochschild, {70], [71].

2) Soit Brp(k) le noyau de la multiplication par p dans Br(k). On peut décrire
Bry(k) en termes de formes différentielles de la maniére suivante:
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Soit 2% (k) le k-espace vectoriel des 1-formes différentielles Y z; dy; de k, et soit
H:(k) le quotient de £2%(k) par le sous-groupe engendré par les différentielles exactes
dz (z € k), ainsi que par les (zf - x)dy/y (z € k, y € k), cf. Kato [81]. Il existe un
isomorphisme H2(k) — Br,(k) et un seul qui associe 3 la forme différentielle x dy/y la
classe [z,y) de l'algébre centrale simple définie par des générateurs X, Y, liés par:

XP-X=z, Y=y, YXY '=X+1,
cf. [145], Chap. X1V, § 5.

Ezercice.
Soient x,y € k. On définit un élément [r,y] de Bry(k) par:

[z,y] = [zy,y) si y#0, e [z,y]=0 si y=0,

cf. Remarque 2). Montrer que [z, y] est la classe dans Br(k) de ’algébre centrale simple
de rang p? définie par deux générateurs X, Y liés par les relations

XP=z, Y=y, XY-YX=-1.

Montrer que [z, %] est une fonction biadditive et antisymétrique du couple (z, y).

2.3. Cas ou p est différent de la caractéristique

Proposition 4. Soit k un corps de caractéristique # p, et soit n un entier > 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) cdp(Gk) <,

(ii) Pour toute extension algébrique K de k, on a H" 1(K,Gm)(p) =0 et le
groupe H*(K, G,,) est p-divisible.

(iii) Méme énoncé que dans (ii), & cela prés qu'on se limite auz extensions
K/k qui sont séparables, finies, et de degré premier d p.

[On rappelle que, si A est un groupe abélien de torsion, A(p) désigne la
composante p-primaire de A.]

Soit pip le groupe des racines p-iemes de P'unité; il est contenu dans k. On a

la suite exacte:

0_"Mp—’Gmi"Gm_"0,
cf. n°1.2. La suite exacte de cohomologie montre que la condition (ii) équivaut
a dire que H"*}(K, pp) = 0 pour tout K; traduction analogue pour (iii).

Ceci étant, supposons que cdp,{Gx) < n. Comme Gk est isomorphe a un
sous-groupe fermé de Gi, on a aussi ¢d,(Gk) < n, dou H*(K,p,) = 0.
Ainsi (i) = (ii). L’implication (ii) = (iii) est triviale. Supposons maintenant
(iti) vérifiée. Soit H un p-groupe de Sylow de Gy, et soit K/k extension corre-
spondante. On a:

K = lim K,‘ ,
—
ol les K; sont des extensions finies séparables de k, de degré premier a p. Vu (iii),
on a H"*(K;, up) = 0 pour tout 4, d’ott H**1(K, u,) = 0, i.e. H**1(H, pp) = 0.
Mais H est un pro-p-groupe, donc opére trivialement sur Z/pZ; on peut ainsi
identifier p, et Z/pZ, et la prop. 21 du Chapitre I montre que cd(H) < n, d’olt
la. condition (i), cqfd.
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3.1. Définition

Proposition 5. Soit k un corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) On a cd(Gx) < 1. Si k est de caractéristique p # 0, on a en outre
Br(K)(p) = 0, pour toute extension algébrique K/k.

(i) On a Br(K) = 0 pour toute extension algébrique K /k.

(iii) Si L/K est une extension galoisienne finie, avec K algébrique sur k, le
G(L/K)-module L* est cohomologiquement trivial ({145}, Chap. IX, § 3).

(iv) Sous les hypothéses de (iii), la norme Ny i : L* — K* est surjective.

(i) bis, (ii) bis, (iii) bis, (iv) bis: mémes énoncés que (i), ..., (iv) a cela pres
qu’on se borne aux extensions K/k qui sont finies et séparables sur k.

Les équivalences (i) ¢ (i) bis, (ii) ¢« (ii) bis résultent du cor. 2 a la
prop. 3. L’équivalence (i) ¢ (ii) résulte des prop. 3 et 4. Les équivalences
(ii) bis <> (iii) bis ¢ (iv) bis sont démontrées dans [145], p. 169. D’autre part,
si k vérifie (ii), toute extension algébrique K/k vérifie (ii), donc aussi (ii) bis et
(iii) bis, ce qui signifie que k vérifie (iii). Comme (iii) = (iii) bis trivialement,
on voit que (ii) = (iii), et le méme argument montre que (ii) = (iv), cqfd.

Remarque.
La condition Br(k) = 0 ne suffit pas & entrainer (i), ..., (iv), cf. exerc. 1.

Définition. Un corps k est dit de dimension < 1 s’il vérifie les conditions
équivalentes de la prop. 5.

On écrit alors dim(k) < 1.

Proposition 6. (a) Toute extension algébrique d’un corps de dimension < 1
est aussi de dimension < 1.

(b) Soit k un corps parfait. Pour gque dim(k) < 1, il faut et il suffit que
c¢d(Gx) £ 1.

L’assertion (a) est triviale. Pour (b), on remarque que, si k est parfait,
I'application £ +— zP est une bijection de k] sur lui-méme; il s’ensuit que la
p-composante des HI(k, G,,) est nulle, et en particulier Br(k)(p). Comme ceci
s’applique A toute extension algébrique K/k, on voit que la condition (i) de la
prop. 5 se réduit & cd(Gy) < 1, cqfd.
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Proposition 7. Soit k un corps de dimension < 1, et soit p un nombre premier.
On a cd(Gk(p)) <1.

On écrit Gr(p) = Gi/N. Comme ¢d(Gi) <1, on a cd(N) < 1, et la prop. 2
montre que cd(Gi/N) < ¢d,(Gi), d'ou ... ete.

Ezercices.

1) (M. Auslander) Soit ko un corps de caractéristique 0 ayant les propriétés sui-
vantes: ko n’est pas algébriquement clos; k¢ n’a aucune extension abélienne non triviale;
dim(ko) < 1. (Exemple de tel corps: le composé de toutes les extensions galoisiennes
finies résolubles de Q.) Soit k = ko((T")). Montrer que Br(k) = 0 bien que k ne soit pas
de dimension < 1.

2) En caractéristique p > 0, montrer qu’il existe des corps k de dimension < 1
tels que [k : k?] = p”, oll v est un entier > 0 donné {ou +o00). [Prendre pour k une
cloture séparable de Fp(T1,...,T;).] Sir > 2, en déduire qu’il existe une extension
radicielle finie K/k telle que Ny, : K* — k™ ne soit pas surjective. [Cela montre que
les hypothéses de séparabilité de la prop. 5 ne peuvent pas étre supprimées.|

3.2. Relation avec la propriété (C;)

C’est la propriété suivante:

(Cy1). Toute équation f(zy,...,2,) =0, ot f est un polyndme homogéne de
degré d < n, a coefficients dans k, a une solution non triviale dans k™.

On verra des exemples de tels corps au n® 3.3.

Proposition 8. Soit k un corps vérifiant (Cy).

(a) Toute extension algébrique k' de k vérifie (C,).

(b) Si L/K est une extension finie, avec K algébrique surk, ona N g (L*) =
K*.

Pour prouver (a), on peut supposer k' fini sur k. Soit F(z) un poly-
néme homogene, de degré d, en n variables, et & coefficients dans k’. Posons
f(z) = Ny /& F(z); en choisissant une base ey, ..., e, de k'/k, et en exprimant
les composantes de z au moyen de cette base, on voit que f s’identifie & un
polynéme homogéne, de degré dm, en nm variables, et a coefficients dans k. Si
d < n, on a dm < nm, et ce polynéme a un zéro non trivial z. Cela signifie que
Nk:/kF(:IZ) =0, d’ou F(:L‘) =0.

Placons-nous maintenant dans les hypothéses de (b), et soit @ € K*. Si
d = [L : K], considérons I’équation

N(z)=a-28, avecze L, xo€ K.

C’est une équation de degré d, & d + 1 inconnues. Comme, d’aprés (a), le corps
K vérifie (Cy1), cette équation a une solution non triviale (z,zg). Si zo était nul,
on aurait N{(z) = 0 d’oli z = 0, contrairement & 'hypothése. Donc zp # 0, et
N(z/zo) = a, ce qui démontre la surjectivité de la norme.
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Corollaire. Si k vérifie (Cy), on a dim{k) < 1, et, si k est de caractéristique
p>0, [k: kP] est égal ¢ 1 ou d p.

Vu la proposition précédente, le corps k vérifie la condition (iv) de la propo-
sition 5. On a donc bien dim(k) < 1. D’autre part, supposons k # k?, et soit
K une extension radicielle de k de degré p. D’aprés la proposition précédente,
on a N(K) = k. Or N(K) = K?. On a donc KP = k, d'ot KP* = kP et
[k: kP]=[K : KP] =p.

Remarques.
1) La relation “[k : kP] = 1 ou p” peut aussi s’exprimer en disant que les
seules extensions radicielles de k sont les extensions kP, avec i = 0,1, ..., 00.

2) La réciproque du corollaire précédent est fausse: il existe des corps parfaits
k de dimension < 1 qui ne sont pas {C;), cf. exercice ci-dessous.

Ezercice (d’aprés J. Ax (8]).

(a) Construire un corps ko de caractéristique 0, contenant toutes les racines de
'unité, et tel que G(ko/ko) = Z2 X Z3. [Prendre une extension algébrique convenable
de C((X)).]

(b) Construire un polynéme homogene f(X,Y), de degré 5, & coefficients dans ko,
qui ne représente pas 0. [Prendre le produit d’un polynéme de degré 2 et d'un polynéme
de degré 3]

(c) Soit k1 = ka((T)), et soit k le corps obtenu en adjoignant a k, les racines n-itmes
de T, pour tout entier n premier & 5. Montrer que

G(k/k) =22 xZ3 xZs , d’ou dim(k) < 1.
Montrer que le polynéme
=5
F(X1,...,Xs,Ys,..., Ys) = Y T'f(X.,Y)
i=1
est de degré 5 et ne représente pas 0 sur k. Le corps k n’est donc pas (C1).

[Une construction analogue, mais plus compliquée, donne un exemple de corps de
dimension < 1 qui n’est (C,) pour aucun r, cf. [8].]

3.3. Exemples de corps de dimension < 1

a) Un corps fini est (C;): théoréme de Chevalley [31]. En particulier, il est
de dimension < 1.

b) Une extension de degré de transcendance 1 d’un corps algébriquement clos
est {C;): théoréme de Tsen (cf. [95]). En particulier ... etc.

¢) Soit K un corps muni d’une valuation discréte a corps résiduel algébriquement
clos. Supposons que K soit hensélien, et que K soit séparable sur K. Alors K
vérifie (C;): théoréme de Lang [95]. Cela s’applique en particulier & 'extension
maximale non ramifiée d’un corps local & corps résiduel parfait.

d) Soit k une extension algébrique du corps Q. Ecrivons k = lim k;, les k;

—_—

étant finis sur Q, et notons V; 'ensemble des “places” de k; (une “place” d'un
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corps de nombres peut étre définie comme une topologie sur ce corps, définie par
une valeur absolue non triviale). Soit V = lim V;. Si v € V, la place v induit sur
chaque k; une place, et le complété (k;), est défini. Posons:

ny(k) = ppem|(ki)y : Qo] ,

c’est un nombre “surnaturel” (cf. Chap. I, n°® 1.3), qui est appelé le degré de k
en v.

Proposition 9. Soit k une ertension algébrique de Q, et soit p un nombre
premier. On suppose que p # 2, ou que k est totalement imaginaire. Si, pour
toute place ultramétrique v de k, Uexposant de p dans le degré local n,(k) est
infini, on a cdy(Gi) < 1.

[On dit que k est “totalement imaginaire” s’il n’admet aucun plongement
dans R. 1l revient au méme de dire qu’on a n, (k) = 2 pour toute place v de k
définie par une valeur absolue archimédienne.|

Démonstration. On va d’abord prouver que la composante p-primaire de Br(k)
est nulle. Pour cela, soit z € Br(k), avec pzr = 0. Comme k = lim k;, on a
Br(k) = lim Br(k;), et z provient d’un élément zo € Br(k;,). Or on sait (cf. par
exemple Artin-Tate [6], Chap. 7) qu’un élément du groupe de Brauer d’un corps
de nombres est caractérisé par ses images locales, elles-mémes données par des
invariants appartenant & Q/Z. Si i > 19, 'image z(i) de = dans Br(k;) a des
invariants locaux bien définis; soit W; le sous-ensemble de V; formé des places
o I'invariant local de z(i) est non nul. Les W; forment un systéme projectif
(pour ¢ < 4g); nous allons voir que lim W; = 0. En effet, si v € lim W;, I'image
de z dans chacun des groupes de Brauer Br((k;),) est non nulle. Mais on sait que,
lorsqu’on fait une extension d’un corps local, I'invariant d’un élément du groupe
de Brauer se trouve multiplié par le degré de 'extension (cf. {145}, p. 201). Si
alors v est ultramétrique, p™ divise n,(k) et, pour i assez grand, le degré de
(k:)v sur (ki )y est divisible par p, ce qui entraine que 'invariant de z(i) en v
est nul, contrairement 3 ’hypothése; de méme, si v est archimédienne (ce qui
n’est possible que si p = 2), le corps (k;), est égal & C pour ¢ assez grand, et
linvariant de z(i) en v est encore nul. On a donc bien Jim W; = @, et comme
les W; sont finis, cela entraine W; = @ pour 1 assez grand (cf. Chap. I, n° 1.4,
lemme 3), d’ott (i) = 0 et z = 0. On a bien prouvé que Br(k)(p) = 0.

Pour la méme raison, on a Br(k’)(p) = 0 pour toute extension algébrique &’
de k, et la prop. 4 montre que ¢d,(Gy) < 1, cqfd.

Corollaire. Si k est totalement imaginaire, et si le degré local de toute place
ultramétrique de k est égal @ 0o, on a dim(k) < 1.

En effet, k£ est parfait, et cd,(Gj) est < 1 pour tout p: on peut appliquer la
prop. 6.

Remarque.
On ignore si un corps k qui vérifie les conditions du corollaire ci-dessus est
nécessairement (C;); c’est peu probable.
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Exercices.
1) Démontrer la réciproque de la prop. 9 [utiliser la surjectivité des applications
canoniques Br(k) — Br{k,)].

2) Montrer que Gq ne contient pas de sous-groupe isomorphe & Z; x Z, [remarquer
qu’un tel sous-groupe est de dimension cohomologique 2, et utiliser la prop. 9]. D’aprés
Artin-Schreier [5], Gq ne contient pas de sous-groupe fini d’ordre > 2, et ne contient
pas Z/2Z x Z,.

En déduire que tout sous-groupe fermé commutatif de Gq est isomorphe, soit a
Z/2Z, soit & un produit HpE 1 Zip, ot I est une partie de Pensemble des nombres
premiers. En particulier un tel sous-groupe est topologiquement monogéne.

3) Soit k un corps parfait. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) k est algébriquement clos;

(ii) dimk((t)) < 1;

(iii) dim k(t) < 1.
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4.1. Extensions algébriques

Proposition 10. Soit k' une ertension algébrique d’un corps k, et soit p un
nombre premier. On a ¢dp(Gr) < cdp(Gk), et il y a égalité dans chacun des
deuz cas suivants:

(i) [k’ : k]s est premier a p.

(ii) cdp(Gx) < oo et [k : k], < o0.

Le groupe de Galois Gy s’identifie & un sous-groupe du groupe de Galois G
et son indice est égal & [k’ : k],. La proposition résulte donc de la prop. 14 du
Chapitre 1.

Remarque.
On a en fait un résultat plus précis:

Proposition 10’. Supposons [k’ : k] < oco. On a alors c¢dp(Gr) = ¢dp(Gy), sauf
lorsque les conditions suivantes sont simultanément satisfaites:

(a)p=2

(b) k est ordonnable (—1 n’est pas somme de carrés dans k);

{c) ed2(Gy} < oo.
(Exemple: k = R, k' = C.)

On applique la prop. 14’ du Chap. I au groupe profini G et & son sous-groupe
ouvert G. On en déduit que, si cdp(Gi) # c¢dp(Gyr), le groupe Gy contient un élément
d’ordre p. Or, d’aprés un théoréme d’Artin-Schreier ([5], voir aussi Bourbaki A VI.42,
exerc. 31), ceci n'est possible que si p = 2 et si k est ordonnable. D’ou le résultat.

4.2. Extensions transcendantes

Proposition 11. Soit k' une extension de k, de degré de transcendance N. Si
p est un nombre premier, on a

cdp(Gir) < N + cdp(Gy) -

Il y a égalité lorsque k' est de type fini sur k, cdp(Gi) < oo, et que p est distinct
de la caractéristique de k.
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Compte tenu de la prop. 10, on peut se borner au cas ou k' = k(t); on a alors
N = 1. Si k désigne une cléture algébrique de k, k/k est une extension quasi-
galoisienne de groupe de Galois Gi. De plus, cette extension est linéairement dis-
jointe de l'extension k(t)/k. On en conclut que le groupe de Galois de l'extension
k(t)/k(t) s'identifie & Gx. D’autre part, si H désigne le groupe de Galois de
k(t)/k(t), le théoreme de Tsen montre que cd(H) < 1. Comme Gy /H = Gy, la
prop. 15 du Chapitre I donne l'inégalité cherchée.

k(2)

|

k(t)

/|

k k@t)=¥k

|/

Reste a voir qu’il y a égalité lorsque cd,(G) < oo et que p est distinct de la
caractéristique de k. Quitte & remplacer Gi par un de ses p-groupes de Sylow,
on peut supposer que G est un pro-p-groupe. Si u, désigne le groupe des racines
p-iemes de 'unité, G opére de fagon triviale sur y,, ce qui montre que les racines
p-itmes de 'unité appartiennent a k.

Posons d = c¢d,(Gy). Nous allons voir que H¥*+ (G, up) # 0, ce qui établira
'inégalité cherchée. La suite spectrale des extensions de groupes (cf. Chapitre I,
n° 3.3) donne

HYY Gy, pp) = HY Gy, HY(H, 1)) -

Mais HY(H,p,) = H'(k(t),up). Posons, pour simplifier I'écriture, K = k(t).
La suite exacte 0 — u, — Gp, % G,, — 0, appliquée au corps K, montre
que H'(K, pup) = K*/K*P, et cet isomorphisme est compatible avec 'action du
groupe Gy = Gy /H. On a donc:

HYY Gy, pp) = HHGr, K*/K*P) .

Soit w : K* — Z la valuation de K = k(t) définie par un élément de k (par
exemple 0); par passage au quotient, w définit un homomorphisme surjectif
K*/K*? — Z/pZ qui est compatible avec Paction de Gx. On en déduit un
homomorphisme

HY(Gx, K*/K*") — H*(G, Z/pZ)

qui est également surjectif (car cdp(Gk) < d). Mais, puisque Gj, est un pro-p-
groupe, on a H%(G,Z/pZ) # 0. Il s’ensuit que H%(Gy, K*/K*?) # 0, d’ou
Hd+1(Gkay’P) 7& 0) qud
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Corollaire. Sik est, soit un corps de fonctions d’une variable sur un corps fini,
soit un corps de fonctions de deux variables sur un corps algébriquement clos,
on a cd(Gy) = 2.

[Par “corps de fonctions de r variables” sur un corps ko, on entend une
extension de kg, de degré de transcendance r, et de type fini sur ko]

Cela résulte de ce que cd(Gy,) est égal & 1 (resp. & 0) lorsque kg est un corps
fini (resp. un corps algébriquement clos).

Remarques.

1) Lorsque &’ est une extension transcendante pure de k, la projection Gxr — G
est scindée (il suffit de le voir lorsque k' = k(t), auquel cas cela se déduit du résultat
analogue pour k((t)), cf. n® 4.3, exerc. 1, 2). Il en résulte (cf. Ax [8]) que, pour tout
Gi-module A, 'application canonique

Hi(k,A) — H'(K',A), i=0,1,...
est injective. Cela montre en particulier que cdp(Gyr) > ¢dp(Gr), mémessi cdp(Gy) = oo.

2) Pour plus de détails sur les relations entre la cohomologie galoisienne de k(t) et
celle des extensions finies de k (valeurs, résidus, etc), voir le § 4 de I'’Annexe.

4.3. Corps locaux

Proposition 12. Soit K un corps complet pour une valuation discréte de corps
résiduel k. Pour tout nombre premier p, on a:

Cdp(GK) <1+ Cdp(Gk) .

Il y a égalité lorsque cdp(Gy) < 00 et que p est distinct de la caractéristique
de K.

La démonstration est analogue & la précédente. On utilise 'extension non
ramifiée maximale K,,, de K. Le groupe de Galois de cette extension s’identifie
4 Gy; d’autre part, celui de K,/K,, est de dimension cohomologique < 1
(cf. n°® 3.3 ainsi que [145], Chap. XII). La prop. 15 du Chapitre I s’applique
et montre que cdy(Gk) < 1+ ¢dp(Gr).

Lorsque d = cd,(Gk) est fini, et que p est premier & la caractéristique de K,
on se rameéne comme précédemment au cas ou G est un pro-p-groupe. On calcule
H¥*Y(Gk, up). On trouve:

H¥Y Gk, pp) = HY Gk, K} /K2 -
La valuation de K,,, définit un homomorphisme surjectif
K, /Ky — Z/pT,

d’ott un homomorphisme surjectif H4(Gy, K2,/ Kz) — H4(G, Z/pZ), et on en
déduit encore que H4+! (G, up) est # 0, cqfd.
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Corollaire. Sile corps résiduel k de K est fini, on a cdp(Gk) = 2 pour tout p distinct
de la caractéristique de K.

On a en effet Gi = Z, d’oit cdp(Gx) = 1 pour tout p.

Remarque.
Si cdp(Gk) = 00, on a c¢dp(Gk) = o0, cf. exerc. 3 ci-dessous.

Exercices.
Dans ces exercices, K et k satisfont aux hypothéses de la prop. 12.

1) On suppose k de caractéristique 0. On a une suite exacte
(*) 1—N-—Gk — Gy —1,

ou N = G(K/Kur) est le groupe d’inertie de Gx.

(a) Définir un isomorphisme canonique de N sur lim pn, ol y, désigne le groupe
des racines n-itmes de 'unité de k (ou de K, cela revient au méme). En déduire que
N est isomorphe (non canoniquement) a Z.

(b) Montrer que V'extension (*) est scindée. [Si 7 est une uniformisante de K,
montrer que 'on peut choisir des 7, n > 1, dans K tels que m, = 7 et (Tam)™ = 7p
pour tout couple n,m > 1. Si H est le sous-groupe de Gk qui fixe les r,,, montrer que
Gk est produit semi-direct de H et de N ]

2) On suppose k de caractéristique p > 0. Une extension galoisienne finie de K est
dite modérée si son groupe d’inertie est d’ordre premier & p. Soit Kmoq la composée
de ces extensions. On a Ks D Kmod D Kanr D K. Les corps résiduels de Kmoa et Ky
sont égaux a k,; celui de K, est k.

(a) Soit N = G(Kmod/Knr). Montrer que N = lim pn, o n parcourt les
entiers > 1 premiers a p.

Montrer que 'extension

i— N _’G(Kmod/K) —s G — 1

est scindée [méme méthode que dans 'exerc. 1].
(b) Soit P = G(Ks/Kmod). Montrer que P est un pro-p-groupe.
(c) Montrer que I'extension

1— G(Ks/Knr) — Gk — G — 1

est scindée [utiliser (a) ainsi que le fait que toute extension de Gy par P est scindée
puisque cdp(Gk) < 1, cf. prop. 3 — voir aussi Hazewinkel [41], App., th. 2.1, pour le cas
ou k est parfait.]

3) Utiliser le scindage de Gk -+ Gy, démontré dans les deux exercices ci-dessus,
pour prouver que, si A est un Gx-module, les applications canoniques

Hi(k,A) — HY(K,A), i=0,1,...,

sont injectives (cf. [8]). On a donc ¢dp(Gi) < cdp(Gk) pour tout p.
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4.4. Dimension cohomologique du groupe de Galois d’un
corps de nombres algébriques

Proposition 13. Soit k un corps de nombres algébrigues. Si p # 2, ou si k est
totalement tmaginaire, on a cdp(Gg) < 2.

La démonstration s’appuie sur le lemme suivant:

Lemme 1. Pour tout nombre premier p il existe une extension abélienne K de
Q dont le groupe de Galois est isomorphe d Z,, et dont les degrés locauz n,(K)
sont égauzx & p™, pour toute place ultramétrique v de K.

[Comme K est galoisienne sur Q, le degré local n,(K) d’une place v de K
ne dépend que de la place induite par v sur Q; si cette derniére est définie par
le nombre premier £, on écrira ng(K) au lieu de n,(K).]

Soit d’abord Q(p) le corps obtenu en adjoignant & Q les racines de I'unité
d’ordre une puissance de p. Il est bien connu (“irréductibilité des polynémes cy-
clotomiques”) que le groupe de Galois de cette extension s’identifie canonique-
ment an groupe U, des unités du corps Q,,. De plus, le groupe de décomposition
D, d’un nombre premier £ est égal & U, tout entier si £ = p, et a I'adhérence du
sous-groupe de U, engendré par £ si £ # p (cf. [145], p. 85). Dans tous les cas, on
voit que Dy est infini, et il en résulte que son ordre (qui n’est autre que n.(Q(p)))
est divisible par p>. Notons maintenant que U, est produit direct d’un groupe
fini par le groupe Z, (cf. par exemple [145], p. 220). Une telle décomposition
définit un sous-corps K de Q(p) tel que G(K/Q) = Z,,. Comme [Q(p) : K] est
fini, les degrés locaux de K/Q sont nécessairement égaux a p™, ce qui achéve la
démonstration du lemme.

Revenons maintenant & la prop. 13. Soit K un corps jouissant des propriétés
énoncées dans le lemme 1, et soit L un composé de K avec k. Le groupe de Galois
de L/k s’identifie & un sous-groupe fermé d’indice fini du groupe G(K/Q); il
est donc lui aussi isomorphe & Z,. Le méme argument montre que les degrés
locaux des places ultramétriques de K sont égaux a p°. D’aprés la prop. 9, on a
cd,(Gr) < 1. Comme d’autre part, on a cdp(Zy) = 1, la prop. 15 du Chapitre I
montre que cdp(Gi) < 2, cqfd.

4.5. La propriété (C,)

C’est la suivante:

(C,). Toute équation homogéne f(xy,...,Zn) =0, de degré d, & coefficients
dans k, a une solution non triviale dans k™ sin > d".
(Noter que (Cp) & k est algébriquement clos; quant & (C;), voir n® 3.2.)

La propriété (C,) jouit de “théorémes de transition” analogues a ceux des
n% 4.1 et 4.2. De fagon plus précise:
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(a) Si k' est une extension algébrique de k, et si k est (C,), alors k' est (C;),
cf. Lang [95].

(b) Plus généralement, si k' est une extension de k de degré de transcen-
dance n, et si k est (C;), alors k' est (Cr4n), cf. Lang [95], complété par Nagata
[118].

En particulier, toute extension de degré de transcendance < r d’un corps
algébriquement clos est (C,); ceci s’applique notamment au corps des fonctions
méromorphes sur une variété analytique complexe, compacte, de dimension r.

Par contre la prop. 12 n’a pas d’analogue pour (C;): si K est un corps local dont le
corps résiduel k est (C,), il n'est pas vrai en général que K soit (Cr41). L’exemple le
plus simple est celui de Terjanian [174}, ou r = 1, k = Fa, K = Qg; Terjanian construit
un polynéme homogene f, de degré 4, en 18 variables, a coeflicients entiers, qui n’a pas
de zéro non trivial dans Q2; comme 18 > 42, cela montre que Q. n’est pas (Cz), bien
que son corps résiduel soit {C,). Pour d’autres exemples, voir Greenberg [57], ainsi que
Borevi¢-Safarevi¢ [21], Chap. I, n° 6.5.

Le casr =2

La propriété (C,) est particuliérement intéressante. Elle entraine:

(*) Si D est un corps gauche de centre k et fini sur k, la norme réduite
Nrd : D* — k* est surjective.

En effet, si [D : k] = n?, et si a € k*, '"équation Nrd(z) = at™ est homogene
de degré n en n 41 inconnues (A savoir ¢ et les composantes de z); si k est (Cg),
elle a donc une solution non triviale, ce qui montre que a est norme réduite d’un
élément de D*.

Une autre conséquence de (Ca) est:

(#+) Toute forme quadratique & 5 variables (ou davantage) sur k est isotrope
(i.e. représente 0).

Cela permet de classer complétement les formes quadratiques sur k (supposé
de caractéristique # 2) au moyen de leur rang, de leur discriminant (dans
k*/k** = HY(k,Z/2Z)), et de leur invariant de Hasse-Witt (dans Bry(k) =
H?(Z/2Z)), cf. Witt [187] ainsi que Scharlau [139], I.14.5.

Lien entre (Cy) et cd(Gg) <7
On a vu au n° 3.2 que (C1) = cd(Gk) < 1. Il est probable que

(Cr) = cd(Gy) v pour tout r > 0.

C’est (trivialement) vrai pour r = 0, et c’est (non trivialement) vrai pour r = 2, d’aprés
des résultats de Merkurjev et Suslin. Plus précisément:

Théoréme MS (Suslin [167], cor. 24.9). Soit k un corps parfait. Les propriétés suiv-
antes sont équivalentes:

(a) cd(Gi) < 2.

(b) La propriété (x) ci-dessus (surjectivité de la norme réduite) est vraie pour toutes
les ezxtensions finies de k.

Comme (C3) = (b), on en déduit bien que (C2) = cd(Gk) < 2 lorsque k est parfait;
le cas général se raméne immédiatement & celui-la.
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Remarques.

1) Un point essentiel dans la démonstration du théoréme MS est la construction
d’un homomorphisme k*/ Nrd(D*) — H3(k, %), qui est injectif si n est sans facteur
carré, cf. Merkurjev-Suslin [109], th. 12.2.

2) On peut se demander si cd(Gi) < 2 entraine (x+). Il n’en est rien. Merkurjev a
montré (cf. [108]) que, pour tout N > 1, il existe un corps k de caractéristique 0, avec
cd(Gx) = 2, qui posséde une forme quadratique anisotrope de rang N. Si N > 4, un
tel corps n’est pas (Cz); il n’est méme pas (C.) si ’on choisit N > 2".

3) Pour un résultat partiel dans la direction (C;) 3 cd(Gk) < r, voir exerc. 2.

Exercices.

1) On suppose k de caractéristique # 2; on note I I'ideal d’augmentation de 'anneau
de Witt de k.

Montrer, comme conséquence de résultats de Merkurjev et Suslin (cf. [4], [111]),
que les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) Les formes quadratiques sur k sont caractérisées par leur rang, leur discriminant
et leur invariant de Hasse-Witt.

(b) I’ =0.

(c) H*(k,Z/2Z) = 0.

2) On suppose k de caractéristique # 2. Si z € k™ on note () I'élément correspon-
dant de H'(k,Z/22Z) = k*/k*?, cf. n°1.2.

On note (M;) la propriété suivante de k (cas particulier des conjectures de Milnor
[117]): H*(k,Z/2Z) est engendré par les cup-produits des éléments de HY(k,Z/27Z).

On suppose que k est (C,) pour un entier r > 1.

(a) Soient z1,...,z: € k*. Montrer que le cup-produit (x1)---(x:) € H(k,Z/2Z)
est 0 si i > 7. [Soit ¢ la i-forme de Pfister (1,—z1) ® --- ® (1, -xz;). L’invariant
d’Arason [3] de g est (x1)---(z:). Si i > 7, (C,) entraine que ¢ est isotrope, donc
hyperbolique, et son invariant est 0.]

(b) On suppose que les extensions finies de k ont la propriété (M,+1). Montrer que
Cdz(Gk) <r.

(c) Méme énoncé que (b), avec (Mr41) remplacé par (M,).

[Ainsi, on a (C;) = c¢d2(Gx) < r si 'on admet les conjectures de Milnor.|

3) On suppose que k est (Cr) de caractéristique p > 0.

(a) Montrer que [k : k] < p". En déduire que les groupes de cohomologie H,(k),
définis par Bloch et Kato (cf. [81]), sont 0 pour i > r + 1.

(b) On suppose p = 2. Montrer, en utilisant les résultats de Kato sur les formes de
Pfister (loc. cit., prop. 3) que Hj(k) =0 pour i =71+ 1.

(11 est probable que ce résultat est également valable pour p # 2.)
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Dans tout ce paragraphe, la lettre k désigne un corps p-adique, c’est-d-dire une
extension finie du corps Q,. Un tel corps est complet pour une valuation discréte
v et son corps résiduel ko est une extension finie F,; du corps premier F,; c’est
un corps localement compact.

5.1. Rappels

a) Structure de k*
Si U(k) désigne le groupe des unités de k, on a la suite exacte

0 —Uk) —kHZ—0.

Le groupe U (k) peut étre considéré comme un groupe analytique p-adique com-
pact commutatif; sa dimension N est égale a [k : Q). D’aprés la théorie de Lie,
U(k) est donc isomorphe au produit d’un groupe fini F par (Z,)"; il est clair
que F n’est autre que l’ensemble des racines de 'unité contenues dans k; en
particulier, c’est un groupe cycligue.

Il résulte de ce dévissage de k* que les quotients k* /k*™ sont finis pour tout
n > 1, et 'on peut facilement évaluer leur ordre.

b) Le groupe de Galois Gi de k/k est de dimension cohomologique égale & 2
(cf. n°® 4.3, cor. a la prop. 12).

c) Le groupe de Brauer Br(k) = HZ%*(k,Gp,) s’identifie ¢ Q/Z, cf. [145],
Chap. XIII. Rappelons briévement comment se fait cette identification:

Si 'on note k,, extension maximale non ramifiée de k, on montre d’abord
que Br(k) = H2(knr/k,Gy), autrement dit que tout élément de Br(k) est
“neutralisé” par une extension non ramifiée. On montre ensuite que la valu-
ation v donne un isomorphisme de H2(kpn,/k,Gp) sur H%(kn,/k,Z); comme
G(knr/k) = Z, le groupe H2(kpn,/k, Z) s'identifie & Q/Z, ce qui donne 'isomor-
phisme cherché.

5.2. Cohomologie des Gr-modules finis

Ici, et dans toute la suite, on note u, le groupe des racines n-iémes de I'unité
de k; c’est un Gg-module.
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Lemme 2. On a H'(k,un) = k*/k*", H*(k,pn) = Z/nZ et H'(k,pn) = 0
pour 1 > 3. En particulier tous les H*(k, u,,) sont des groupes finis.

On écrit la suite exacte de cohomologie correspondant a la suite exacte
O—ﬁﬂn—_'Gm'ﬂ"Gm“‘—'Ov

cf. n° 1.2. On a H%k,G,,) = k*, H'(k,G,,) = 0 et H?(k,G,,) = Q/Z. On en
déduit la détermination de H*(k, ut,) pour i < 2; le cas 1 > 3 est trivial puisque
Cd(Gk) = 2.

Proposition 14. Si A est un Gi-module fini, H™(k, A) est fini pour tout n.

Il existe évidemment une extension galoisienne finie K de k telle que A soit
isomorphe (comme Gg-module) 4 une somme directe de modules de type p,.
Vu le lemme 2, les H? (K, A) sont finis. La suite spectrale

Hi(G(K/k), H (K, A)) == H"(k, A)

montre alors que les H"(k, A) sont finis.

En particulier, les groupes H%(k, A) sont finis; on peut donc appliquer au
groupe Gy, les résultats du Chap. I, n® 3.5, et définir le module dualisant I
de Gk.

Théoréme 1. Le module dualisant I est isomorphe au module p réunion des
Mn, n 21

[On notera que u est isomorphe & Q/Z en tant que groupe abélien, mais pas
en tant que Gg-module.]

Posons G = G} pour simplifier les notations. Soit n un entier > 1, et
soit I, le sous-module de I formé des éléments annulés par n. Si H est
un sous-groupe de G, on sait que I est un module dualisant pour H, et
Hom® (4n, I,) = Hom"™ (u,,, I) s'identifie au dual de H2(H, pn), lequel est iso-
morphe & Z/nZ d’aprés le lemme 2 (appliqué a I’extension de & correspon-
dant 3 H). En particulier, le résultat est indépendant de H. Il s’ensuit que
Hom(u,,I,) = Z/nZ et que G opére trivialement sur ce groupe. Si f,, : pp — I,
désigne 1'élément de Hom(u,,I,) correspondant au générateur canonique de
Z/nZ, on voit facilement que f,, est un isomorphisme de p, sur I, compatible
avec les opérations de G sur ces deux groupes. En faisant tendre n vers l'infini
(multiplicativement!) on obtient un isomorphisme de p sur I, ce qui démontre
le théoreme.

Théoréme 2. Soit A un Gi-module fini, et posons:
A’ = Hom(A, p) = Hom(A, G,) .
Pour tout entier i, 0 < i < 2, le cup-produit
Hi(k,A) x H* Y(k, A") — H%*(k,u) = Q/Z
met en dualité les groupes finis Hi(k, A) et H*~*(k, A’).
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Pour 7 = 2, c’est la définition méme du module dualisant. Le cas i = 0 se
rameéne au cas ¢ = 2 en remplagant A par A’ et en observant que (A'Y = A.
Pour la méme raison, dans le cas 1 = 1, il suffit de prouver que 'homomorphisme

canonique
HY(k,A) — H'(k,A")* = Hom(H'(k,A"),Q/Z)’

est, injectif. Or c’est “purement formel” & partir de ce que l’on sait déja. En effet,
puisque le foncteur H!(k, A) est effagable, on peut plonger A dans un Gx-module
B de telle sorte que H'(k,A) — H'(k, B) soit nul. En posant C = B/A, on a
un diagramme commutatif:

H°k,B) — H°k,C) - H(k, A)

al sl ah

H%*(k,B'y* — H%(k,C')* — H'(k,A)* .
Comme « et 3 sont bijectifs et & surjectif, on en conclut que ~ est injectif, cqfd.

Remarques.

1) Le théoréme de dualité précédent est di & Tate [171]. La démonstration
initiale de Tate passait par I'intermédiaire de la cohomologie des “tores”; elle util-
isait de facon essentielle les théorémes de Nakayama (cf. [145], Chap. IX). Poitou
en a donné une autre démonstration, qui consiste & se ramener par dévissage au
cas de p, (cf. exerc. 1).

2) Lorsque le corps k, au lieu d’étre p-adique, est un corps de séries formelles
ko((T)) sur un corps fini ko & p/ éléments, les résultats ci-dessus restent valables
sans changement, pourvu que le module A soit d’ordre premier d p. Pour les mod-
ules p-primaires, la situation est différente. Il faut interpréter A’ = Hom(4, G,,)
comme un groupe algébrique de dimension zéro (correspondant 4 une algebre
qui peut avoir des éléments nilpotents), et prendre la cohomologie de ce groupe
non plus du point de vue galoisien (qui ne donnerait rien), mais du point de
vue “plat”. De plus, comme H'(k, A) n’est pas fini en général, il faut le munir
d’une certaine topologie, et prendre les caractéres qui sont continus pour cette
topologie; le théoréme de dualité redevient alors applicable. Pour plus de détails,
voir Shatz [157] et Milne {116].

Exercices.

1) En appliquant le théoréme de dualité au module A = Z/nZ, montrer que
l'on retrouve la dualité (donnée par la théorie du corps de classes local) entre
Hom(Gk,Z/nZ) et k*/k*™. Lorsque k contient les racines n-iémes de 1'unité, on peut
identifier A & A’ = p,.; montrer que Papplication de k*/k*™ x k*/k*™ dans Q/Z ainsi
obtenue est donnée par le symbole de Hilbert (cf. [145}, Chap. XIV).

2) On prend pour k un corps complet pour une valuation discréte, dont le corps
résiduel ko est quasi-fini (cf. [145], p. 198). Montrer que les théorémes 1 et 2 restent val-
ables, pourvu que ’on se limite & des modules finis d’ordre premier 2 la caractéristique
de ko.

3) La partie “purement formelle” de la démonstration du théoréme 2 est en fait un
théoréme sur les morphismes de foncteurs cohomologiques. Quel est ce théoréme?
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4) Montrer directement, par application des critéres de Verdier (cf. Chap. I, An-
nexe 2, § 4) que Gy est un groupe de Cohen-Macaulay strict. En déduire une autre
démonstration du théoréme 2.

5.3. Premieres applications

Proposition 15. Le groupe Gi est de dimension cohomologique stricte égale
g2
En effet, le groupe H%(Gy,I) = H®(Gi,pn) n'est autre que le groupe des

racines de 1’unité contenues dans k, et on a vu au n° 5.1 que ce groupe est fini;
la proposition en résulte, compte tenu de la prop. 19 du Chap. 1.

Proposition 16. Si A est une variété abélienne définie sur k, on a
H*k,A)=0.

Pour tout n > 1, soit A,, le sous-groupe de A noyau de la multiplication par n.
On voit immédiatement que H?(k, A) = lim H 2(k, A,). D’apres le théoréme de
dualité, H?(k, A,) est dual de H%(k, A!). D’autre part, si B désigne la variété
abélienne duale de A (au sens de la dualité des variétés abéliennes), on sait que
Al peut étre identifié & B,. On est donc ramené & prouver que l'on a:

lim H%(k,B,)=0.

Or B(k) = H%(k,B) est un groupe de Lie p-adique compact et abélien. Son
sous-groupe de torsion est donc fini, ce qui prouve que les H°(k, B,,) sont con-
tenus dans un sous-groupe fini fixe de B; la nullité de lim H O(k, B,,) en résulte
aisément.

Remargque.

Tate a démontré que H!(k, A) s’identifie au dual du groupe compact H%(k, B),
cf. [97], [170]; il ne semble pas que ce résultat puisse s’obtenir simplement & partir
du théoréme de dualité du n° précédent.

Exercice.
Soit T' un tore défini sur k. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) T(k) est compact,
(i) Tout k-homomorphisme de T dans G, est trivial,
(i) H*(k,T) =0.

5.4. Caractéristique d’Euler-Poincaré (cas élémentaire)

Soit A un Gg-module fini, et soit h*(A) 'ordre du groupe fini H*(k, A). Posons:

hO(A) - h2(A)

x(4) = —=7 @)
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On obtient un nombre rationnel > 0 que I’on appelle la caractéristique d’Euler-
Poincaré de A. Si0 — A — B — C — 0 est une suite exacte de Gi-modules,
on voit facilement que l'on a:

x(B) = x(4) - x(C} .

C’est 1" “additivité” des caractéristiques d’Euler-Poincaré. Tate a montré que
x(A) ne dépend que de l'ordre a de A (de fagon plus précise, il a prouvé 1'égalité
x(A) = 1/(o : a0), ou o désigne 'anneau des entiers de k, cf. n° 5.7). Nous nous
contenterons, pour le moment, d’un cas particulier élémentaire:

Proposition 17. Si lordre de A est premier ¢ p, on a x(A) =1.

On va utiliser la suite spectralc’a\ associée a la tour d’extensions k — kp, — k.
Le groupe G(kn,/k) s'identifie & Z, on le sait. Si l’on désigne par U le groupe
G(k/kys), la théorie des groupes de ramification montre que le p-groupe de Sylow
Up de U est distingué dans U, et que le quotient V = U/U, est isomorphe au
produit des Zg, pour £ # p (cf. n°® 4.3, exerc. 2). On en déduit facilement que
H*(U, A) est fini pour tout i, et nul pour i > 2. La suite spectrale

H'(kny [k, H (kpy, A)) => H"(k, A)
devient ici o
HY(Z,H(U, A)) = H"(k, A) .
On en tire:
H°(k,A) = HYZ,H°(U,A)),  H*k,A) = H(Z,H'(U,A)),
et I'on a une suite exacte:
0 — HY(Z,H°(U, A)) — H'(k,A) — H*(Z,H'(U, A)) — 0 .

Mais, si M est un Z-module fini, il est immédiat que les groupes H 0(2, M) et
HY(Z, M) ont méme nombre d’éléments. En appliquant ceci 3 M = HO(U, A)
et M = HY(U, A), on voit que h'(A4) = h®(4) - h2(A), ce qui démontre bien que
Y(A) =1

FEzercice.

Montrer que le groupe U, défini dans la démonstration de la prop. 17 est un pro-p-
groupe libre. En déduire que I'on a Hi(U, A) = 0 pour j > 2 et pour tout Gx-module
de torsion A. Montrer que, si A est un p-groupe # 0, le groupe H' (U, A) n’est pas fini.
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5.5. Cohomologie non ramifiée

Nous conservons les notations du n°® précédent. Un Gg-module A est dit non
ramifié si le groupe U = G(k/km) opere trivialement sur A; cela permet de
considérer A comme un Z-module, puisque Glknr /k) = Z. En particulier, les
groupes de cohomologie H:(kn,/k, A) sont définis. Nous les noterons H} .(k, A).

Proposition 18. Soit A un Gr-module fini et non ramifié. On a:
(a) ng(k’A) = Ho(k’A)'

(b) H} (k,A) s’identifie & un sous-groupe de H'(k, A); son ordre est égal &
celui de HO(k, A).

(c) H:,.(k,A) =0 pouri > 2.

L’assertion (a) est triviale; P’assertion (b) résulte du fait que H Z, A) et
HY(Z, A) ont méme nombre d’éléments; 'assertion (c) résulte de ce que Z est
de dimension cohomologique égale a 1.

Proposition 19. Soit A un Gix-module fini, non ramifié, et d’ordre premier a p.
Le module A’ = Hom(A, u) jouit des mémes propriétés. De plus, dans la dualité
entre H(k, A) et H'(k, A"), chacun des sous-groupes H. (k,A) et H (k,A")
est Uorthogonal de Uautre.

Soit 7i le sous-module de p formé des éléments d’ordre premier a p. Il est
bien connu que % est un Gi-module non ramifié (le générateur canonique F de
G(knr/k) = Z opere sur JI par A — A9, ¢ étant le nombre d’éléments du corps
résiduel kg). Comme A’ = Hom(A, i), on en déduit que A’ est non ramifié.

Le cup-produit H}.(k,A) x H} (k, A") — H?(k,u) se factorise & travers
H2 _(k,T5), qui est nul. Il en résulte que H} (k, A) et H} (k, A’) sont orthogonaux.
Pour prouver que chacun est exactement I’orthogonal de l'autre, il suffit de
vérifier que l'ordre h'(A) de H'(k, A) est égal au produit hl.(A) - hl (A4') des
ordres de HY, (k,A) et H} (k,A"). Or la prop. 18 montre que h},.(A) = h°(A),
et de méme hl_(A’) = h%(A’). D’aprés le théoréme de dualité, h°(A") = h?(A).
Comme x(A) =1 (cf. prop. 17), on en déduit bien que

RY(A) = hO(A) - h2(A) = hl,(A) - hE(A),  cafd.

Ezxercice.
Etendre les prop. 17, 18, 19 aux corps complets pour une valuation discréte de
corps résiduel quasi-fini. Peut-on faire de méme pour les prop. 15 et 167

5.6. Le groupe de Galois de la p-extension maximale de k

Soit k(p) la p-extension maximale de k, au sens du § 2. Par définition, le groupe
de Galois G(p) de k(p)/k est le plus grand quotient de Gy qui soit un pro-p-
groupe. Nous allons étudier la structure de ce groupe.
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Proposition 20. Soit A un Gi(p)-module de torsion et p-primaire. Pour tout
entter 1 > 0, ’homomorphisme canonique

HY(Gi(p), A) — H*(Gi, A)
est un isomorphisme.
On utilise le lemme suivant:

Lemme 3. Si K est une extension algébrique de k dont le degré est divisible
par p™, on a Br(K)(p) =0.

On écrit K comme réunion de sous-extension finies K, de k. On a Br(K) =
lim Br(K,). De plus chaque Br(K,) s’identifie & Q/Z, et si Kjg contient K,
I’homomorphisme correspondant de Br(K,) dans Br(Kg) est simplement la mul-
tiplication par le degré [Kjs : Ko (cf. [145], p. 201). Le lemme résulte facilement
de 13 (cf. démonstration de la prop. 9, n° 3.3).

Revenons & la démonstration de la proposition 20. Le corps k(p) contient la
p-extension maximale non ramifiée de k, dont le groupe de Galois est Zj; on a
donc [k(p) : k] = p™ et le lemme 3 s’applique & toutes les extensions algébriques
K de k(p). Si I = G(k/k(p)), cela entraine que cd,(I) < 1, cf. n° 2.3, prop. 4.
On a donc H*(I,A) = 0 pour i > 2; mais on a aussi H!(I,A) = 0, car tout
homomorphisme de I dans un p-groupe est trivial (cf. n® 2.1, démonstration de
la prop. 2). La suite spectrale des extensions de groupes montre alors que les
homomorphismes

H(G/I, A) — H'(Gx, A)

sont des isomorphismes, cgfd.

Théoreéme 3. Si k ne contient pas de racine primitive p-iéme de l'unité, le
groupe Gi(p) est un pro-p-groupe libre, de rang N + 1, avec N = [k : Q).

D’aprés la prop. 20, on a H%(Gy(p),Z/pZ) = H?(k,Z/pZ); le théoréme de
dualité montre que ce dernier groupe est dual de H®(k,u,), qui est nul par
hypothése. On a donc H?(G(p), Z/pZ) = 0, ce qui signifie que G (p) est libre,
cf. Chap. I, n°® 4.2. Pour calculer son rang, il faut déterminer la dimension de
HY(Gi(p), Z/pZ), qui est isomorphe & H' (G, Z/pZ). D’aprés la théorie du corps
de classes local (ou le théoréme de dualité) ce groupe est dual de k*/k*P; vu les
résultats rappelés au n° 5.1, k*/k*? est un Fy-espace vectoriel de dimension
N + 1, cgfd.

Théoréme 4. Si k contient une racine primitive p-iéme de l'unité, le groupe
Gi(p) est un pro-p-groupe de Demuskin de rang N + 2, avec N = [k : Q,]. Son
module dualisant est la composante p-primaire u(p) du groupe p des racines de
Punité.
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On a H%(k, up) = Z/pZ, d'on H%(k,Z/pZ) = Z/pZ. Appliquant la prop. 20,
on voit que H2(G(p),Z/pZ) = Z/pZ, et H*(Gk(p),Z/pZ) = 0 pour i > 2, ce
qui montre déja que c¢dp(Gk(p)) = 2. Pour vérifier que Gk (p) est un groupe de
Demuskin, il reste & prouver que le cup-produit:

HY(Gk(p), Z/pZ) x H'(Gx(p),Z/pZ) — H*(G(p),Z/pZ) = Z/pZ

est une forme bilinéaire non dégénérée. Or cela résulte de la prop. 20, et du
résultat analogue pour la cohomologie de k (noter que u, et Z/pZ sont isomor-
phes).

Le rang de Gi(p) est égal & la dimension de H!(G(p), Z/pZ), qui est égale
A celle de k* /k*P, c’est-a-dire N + 2.

Reste 4 montrer que le module dualisant de Gi(p) est u(p). Tout d’abord,
puisque k contient y,, le corps obtenu en adjoignant a k les racines p™-iémes de
P’unité est une extension abélienne de k, de degré < p"~1!; elle est donc contenue
dans k(p). Cela montre déja que u(p) est un Gi(p)-module; d’apres la prop. 20,
on a

H%(Gi(p), u(p)) = H?(k, u(p)) = (Q/Z)(p) = Qp/Zy -

Soit maintenant A un G (p)-module fini et p-primaire. Posons:
A’ = Hom(A, u) = Hom(A, u(p)) .

On obtient ainsi un Gg(p)-module. Si 0 < i < 2, le cup-produit définit une
application bilinéaire:

H'(Gx(p), A) x H*"*(Gk(p), A") — H*(Gk(p), 1(p)) = Qp/2Zy .

D’aprés la prop. 20, cette application s’identifie & 'application correspon-
dante pour la cohomologie de Gi; d’aprés le th. 2, c’est donc une dualité entre
HY(Gx(p), A) et H2*(Gx(p), A'), ce qui achéve de prouver que u(p) est le mod-
ule dualisant de Gi(p).

Corollaire (Kawada). Le groupe Gx(p) peut étre défini par N + 2 générateurs
et une relation.

Cela résulte des égalités:
dim HY(Gk(p),Z/pZ)) = N +2 et dim H*(G(p),Z/pZ))=1.

Remargue.

La structure de Gi(p) a été déterminée complétement par Demuskin [43], [44] et
Labute [92]. Le résultat est le suivant: notons p° la plus grande puissance de p telle
que k contienne les racines p*-itmes de V'unité, et supposons d’abord que p® # 2 (c’est
notamment le cas si p # 2). On peut alors choisir les générateurs x1, ..., Zn42 de
G (D), et la relation r entre ces générateurs, de telle sorte que I'on ait:

r= m’;s (IE],xz) e (wn+1,.’tN+2) .
-1,.-~1

[On pose (z,y) = zyz~'y~'. Noter que I'hypothése p® # 2 entraine que N est pair.]
Lorsque p° = 2 et que N est impair, la relation r peut s'écrire
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r = x3x5(x2, £3)(24,25) - - (EN+1, TN+2)

cf. {147] ainsi que Labute [92], th. 8. Ainsi, pour k = Q2, le groupe Gk {2) est engendré
(topologlquement) par trois éléments x, y, z liés par la relation z%y*(y,z) = 1.

Lorsque p* = 2 et que N est pair, la structure de Gi(2) dépend de I'image du
caractére cyclotomique x : Gk — Uz = Z3 (cf. [92], th. 9):

si Im(x) est le sous-groupe fermé de U2 engendré par —1 + 2f (f>2),ona

r =23+ (z1,22)(®3,T4) - - - (TN+1, TN +2)

si Im(x) est engendré par —1 et 1+ 2 (f> 2),on a

I
r = z3(z1,22)73 (T3,%4)  (TN+1,TN42) .

Exercices.
Dans ces exercices k est un corps complet pour une valuation discréte de corps
résiduel Fy, avec ¢ = .
1) Soit kmod la composée des extensions galoisiennes modérées de k, cf. n° 4.3,
exerc. 2. Montrer que G(kmod /k) est lsomorphe au produit semi-direct de z par Z', ol
=1] t£p Z, et le générateur canonique de Z opére sur Z' par A — g).

Montrer que ce groupe est isomorphe au groupe profini associé au groupe discret
défini par deux générateurs z, y liés par la relation yry 1= g9,

2) Soit £ un nombre premier # p. On se propose de déterminer la structure du
pro-£-groupe Gi(£), cf. § 2.

(a) On suppose que F,; ne contient pas de racine primitive £-iéme de l'unité,
autrement dit que £ ne divise pas ¢ — 1. Montrer que Gi(¢) est un pro-¢-groupe li-
bre de rang 1, et que I’extension k(£)/k est non ramifée.

(b) On supposeque g =1 {mod £). Montrer que G (£) est un groupe de Demuskin
de rang 2. Montrer, en utilisant P'exercice 1, que Gi(¢) peut étre défini par deux
générateurs z, y liés par la relation yzy~' = z9. Montrer que ce groupe est isomorphe

au sous-groupe du groupe affine (8 Il’) formé des matrices telles que b € Z¢, et que

a € Z} soit une puissance f-adique de q.

(c) Les hypothéses étant celles de (b), on note m la valuation £-adique de q — 1.
Montrer que m est le plus grand entier tel que k contienne les racines £™-i¢mes de
I'unité. Montrer que, si £ # 2, ou si £ = 2 et m # 1, le groupe Gr(£) peut étre défini
par deux générateurs r et y liés par la relation

-— sl
yxy 1= (E1+l .

Si £ = 2, m = 1, soit n la valuation 2-adique de g + 1. Montrer que G(2) peut étre
défini par deux générateurs x et y liés par la relation

y:&r:y_1 = g~ (1427

(d) Expliciter le module dualisant de Gr(€) dans le cas (b).

5.7. Caractéristique d’Euler-Poincaré

On revient aux notations du n° 5.4. En particulier, o désigne 'anneau des entiers
de k. Pour tout z € k, on note ||z||x la valeur absolue normalisée de x, cf. [145],
p- 37. Pour tout = € 0, on a:
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1
Ielle = ——

(0:xz0)
En particulier:
Iplls =p~, avec N =[k: Q).

Si A est un Gg-module fini, on note x(k, A) (ou simplement x(A) s’il n’y
a aucun risque de confusion sur k) la caractéristiqgue d’Euler-Poincaré de A
(n® 5.4). Le théoréme de Tate s'énonce alors ainsi:

Théoréme 5. i l'ordre du Gi-module fini A est égal d a, on a:

x(A) = llallx

Les deux membres de la formule dépendent “additivement” de A. On est
donc ramené, par un dévissage immédiat, au cas ou A est un espace vectoriel
sur un corps premier. Si ce corps est de caractéristique # p, le théoréme a déja
été démontré (prop. 17). On peut donc supposer que A est un espace vectoriel
sur Fp. On peut alors considérer A comme un F,[G]-module, ot G désigne un
quotient fini de Gy. Soit K(G) le groupe de Grothendieck de la catégorie des
F,|G]-modules de type fini (cf. par exemple Swan [168]); les fonctions x(A) et
|la]lx définissent des homomorphismes x et ¢ de K(G) dans Q7 , et tout revient
& prouver que x = ¢. Comme Q7 est un groupe abélien sans torsion, il suffit
de montrer que x et ¢ ont la méme valeur sur des éléments z; de K(G) qui
engendrent K(G) ® Q. Or on a le lemme suivant:

Lemme 4. Pour tout sous-groupe C de G, notons M§ I’homomorphisme de
K(C)®Q dans K(G)®Q défini par le foncteurs M du Chap. [, n° 2.5 (“module
induit”). Le groupe K(G) ® Q est engendré par les images des M§, pour C
parcourant {’ensemble des sous-groupes cycliques de G d’ordre premier a p.

Ce résultat peut se déduire de la description de K(G) ® Q au moyen de
“caracteéres modulaires”. On peut aussi, plus simplement, appliquer les résultats
généraux de Swan [168], [169].

Il résulte de ce lemme qu’il suffit de prouver 1'égalité x(A4) = ||aljx lorsque
A est un F,[G]-module de la forme M& (B), avec C sous-groupe cyclique de G,
d’ordre premier & p. Or, si K est I'extension de k correspondant a C, et si
b = Card(B), on a:

X(K,B) = x(k,4) et llbllx = (o) ™™ = llax -

La formule 3 démontrer est donc équivalente 4 la formule x(K, B) = ||B||x,
ce qui signifie que nous sommes ramenés au cas du module B, ou encore {quitte
4 changer le corps de base), que nous sommes ramenés au cas ot le groupe G est
cyclique d’ordre premier é p. Cela va simplifier la situation, du fait notamment
que Dl'algébre F,[G] est maintenant semi-simple.

Soit L 'extension de k telle que G(L/k) = G. Comme I'ordre de G est premier
a celui de A, on a:
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H'(k,A) = H°(G,H*(L,A)) pour tout i.
Cela nous ameéne 3 introduire I'élément i (A) de K(G) défini par la formule:
i=2 . .
hi(4) =D (-1)'[H'(L, 4)]
=0

ou [H*(L,A)] désigne I'élément de K(G) qui correspond au K(G)-module
H(L, A).

Soit d’autre part 8 : K(G) — Z 'unique homomorphisme de K(G) dans Z
tel que §([E]) = dim H%(G, E) pour tout K(G)-module E. On a évidemment:

log,, x(4) = (hL(A4)) .
Or, on peut expliciter hy(A):

Lemme 5. Soitrg € K(G) la classe du module Fy,[G) (“représentation réguliére” ),
soit N = [k : Q,], et soit d = dim(A). On a:

hL(A) = -—~dN~TG .

Admettons pour un instant ce lemme. Comme #(rg) = 1, on en déduit que
8(hi(A)) = —dN, d'ot x(4) = p~ ¢ = [Ip*|lx = llallx-

Tout revient donc & démontrer le lemme 5. Notons d’abord que le cup-produit
définit un isomorphisme de G-modules:

HY(L,Z/pZ)® A — H'(L,A) .
Dans l'anneau K(G), on a donc:
hi(A) = hi(Z/pZ) - [A]

et tout revient a prouver que hr(Z/pZ) = —N-r¢g (en effet, on vérifie sans
difficultés que rg - [A] = dim(A)-rg). On peut donc se borner & démontrer le
lemme 5 lorsque A = Z/pZ.

Or, dans ce cas, on a:

H°(L,2/pZ) = Z/pZ,
HY(L,Z/pZ) = Hom(Gr,Z/pZ) = dual de L* /L*? (théorie du corps de classes)
H?*(L,Z/pZ) = dual de H%(L, u,) (théoréme de dualité).

Soit U le groupe des unités de L. On a la suite exacte:
0 —U/U? — L*/L** — Z/pZ — 0.
Si l'on désigne par hr(Z/pZ)* le dual de hi(Z/pZ), on voit alors que 'on a:
hi(Z/pZ)* = ~[U/UP] + [H*(L, pp)] -
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Soit V' le sous-groupe de U formé des éléments congrus & 1 modulo I’idéal
maximal de 'anneau oy,. On a V/V?P = U/U?, et le groupe H°(L, u,,) n’est autre
que le sous-groupe ,V de V formé des éléments & de V tels que 27 = 1. On peut
donc écrire:

~hi(Z/pZ)" = [V/V?] - [,V]
= [Toro(V, Z/pZ)] — [Tor,(V, Z/pZ)] .

Mais V est un Z,-module de type fini, et I'on sait (c’est I'un des résultats
élémentaires de la théorie de Brauer, cf. par exemple Giorgiutti [53]) que
Pexpression [Torg(V, Z/pZ)] — [Tor1(V,Z/pZ)] ne dépend que du produit ten-
soriel de V avec Q, (ou encore, si 'on veut, de 'algébre de Lie du groupe
analytique p-adique V). Or, le théoréme de la base normale montre que cette
algebre de Lie est un Q[G}-module libre de rang N. On a donc:

[Toro(V,Z/pZ)) — [Tory(V,Z/pZ)]| = N-rg ,

et comme (r¢)* = rg, on voit bien que hy(Z/pZ) est égal & —N-rg, ce qui
acheve la démonstration.

Remarque.

La démonstration initiale de Tate (cf. [171]) n’utilisait pas le lemme 4, mais
le remplagait par un argument de “dévissage” moins précis: on se trouvait ra-
mené au cas d’extensions galoisiennes L/k modérément ramifiées, mais d’ordre
éventuellement divisible par p. L'étude de L*/L*? est alors plus délicate, et Tate
avait di faire appel & un résultat d’Iwasawa [76]; il m'a d’ailleurs communiqué
une démonstration “cohomologique” du résultat en question (lettre du 7 avril
1963).

Ezercices.
1) Montrer directement que, si V et V' sont des Z,[G]-modules de type fini, tels

que VR Qp=V' ®Q,, on a:
V/pV] - VI =[V'/pV'] - V] dans K(G).
[Se ramener au cas ot V D V' D pV, et utiliser la suite exacte:

00—V — Vo V/V sV /pV' —V/pV — V/V' — 0]

2) Soit F un corps de caractéristique p, soit A un espace vectoriel de dimension finie
sur F, et supposons que G opére continiiment (et linéairement) sur A; les groupes de
cohomologie H*(k, A) sont alors des F-espaces vectoriels. On pose:

o(A) = (-1)* dim H'(k, 4) .
Montrer que g{A) = —N-dim(A), avec N = [k : Q,}]. [Méme démonstration que
pour le théoréme 5, en remplagant partout le corps F,, par le corps F'}

3) Mémes hypothéses que dans I'exercice précédent. On se donne une extension
galoisienne L/k, de groupe de Galois G fini, telle que G, opére trivialement sur A (i.e.
A est un F[G]-module). On pose
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hu(4) =Y (-1)[H (L, A)] ,

dans le groupe de Grothendieck Kr(G) des F[G]-modules de type fini. Montrer que
P’on a encore la formule:
hi(A) = —N-dim(A)-r¢g .
[Utiliser la théorie des caractéres modulaires pour se ramener au cas oh G est
cyclique d’ordre premier a p.)

4) Mémes hypothéses et notations que dans les deux exercices précédents, a cela
pres qu'on suppose F' de caractéristique # p. Montrer que I'on a alors g(A) = 0 et
h(A) = 0 pour tout A.

5.8. Groupes de type multiplicatif

Soit A un Gg-module de type fini sur Z. On définit son dual A’ par la formule
habituelle:
A’ = Hom(A, G,) .

Le groupe A’ est le groupe des k-points d’un groupe algébrique commutatif,
défini sur k, et que nous désignerons encore par Hom(A4, G,;,). Lorsque A est fini,
A’ est fini; lorsque A est libre sur Z, A’ est le tore de groupe des caractéres A
(cf. Chap. III, n° 2.1). On se propose d’étendre au couple (A, A’) le théoréme de
dualité du n°® 5.2. Le cup-produit définit des applications bilinéaires

0; : Hi(k, A) x H*'(k, A') — H%*(k,Gn) = Q/Z (i=0,1,2).

Théoréme 6. (a) Soit HO(k, A)" le complété du groupe abélien H(k, A) pour
la topologie des sous-groupes d’indice fini. L’application g met en dualité le
groupe compact H%(k, A)" et le groupe discret H*(k, A').

(b) L’application 6, met en dualité les deux groupes finis H' (k, A) et H'(k, A').

(¢) Le groupe H®(k,A') peut étre canoniquement muni d’une structure de
groupe analytique p-adique; soit H%(k, A')" son complété pour la topologie des
sous-groupes ouverts d’indice fini. L’application 62 met en dualité le groupe dis-
cret H%(k, A) et le groupe compact H%(k, A)".

[Lorsque A est fini, on peut supprimer les opérations de complétion de (a) et
de (c), et I'on retrouve le théoréme 2 du n°® 5.2/

On va se borner a esquisser une démonstration par “dévissage”: on devrait

pouvoir aussi procéder directement a partir des résultats des Annexes 1 et 2 au
Chap. L.

i) Casou A=12

On a A’ = Gp,; lassertion (a) résulte de l'isomorphisme H?(k,Gy,) = Q/Z;
I’assertion (b) résulte de ce que H'(k,2Z) = 0 et H'(k,Gy,) = 0; 'assertion (c)
résulte de ce que H?(k, Z) est isomorphe 3 Hom(G%, Q/Z), et la théorie du corps
de classes local (théoréme d’ “existence” compris) montre que ce groupe est dual
du complété de k* pour la topologie des sous-groupes ouverts d’indice fini.
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it) Cas ot A = Z[G), avec G quotient fini de Gy

Si G est le groupe de Galois de P'extension finie K/k, on a H*(k, A) = HY(K, Z)
et de méme H'(k,A’) = H'(K,G;,). On est ainsi ramené au cas précédent
(pour le corps K), & condition bien entendu de vérifier certaines commutativités
de diagrammes.

i) Finitude de H'(k, A) et de H'(k, A’)

Cette finitude est connue lorsque A lui-méme est fini (cf. n® 5.2). Par dévissage,
on est donc ramené au cas ol A est libre sur Z. Soit K/k une extension galoisi-
enne finie de k, de groupe de Galois G, telle que Gk opére trivialement sur A.
On a HY(K, A) = Hom(Gk, A) = 0, et de méme H!(K, A’) est nul (th. 90). On
a donc:

HYk,A) = HY(G,A) e  HY kA)=H(G,A").

Il est évident que le groupe H(G, A) est fini; la finitude du groupe H!(G, A’)
se démontre sans difficultés (cf. Chap. III, n°® 4.3).
i) Cas général
On écrit A comme quotient L/R, oit L est un Z{G]-module libre de type fini,
G étant un quotient fini de Gi. D’aprés (ii), le th. 6 est vrai pour L, et I'on a
H'(k,L) = H'(k,L') = 0. Les suites exactes de cohomologie relatives aux suites
exactes de coefficients:

0—wR—>L—A—0
0—A—L -—R —0
se coupent chacune en deux trongons. On obtient ainsi les diagrammes commu-
tatifs (I) et (II) ci-dessous. Pour les écrire plus commodément, nous ne mention-
nerons pas explicitement le corps k, et nous noterons E* le groupe des homo-
morphismes continus d’un groupe topologique E dans le groupe discret Q/Z;
pour les groupes topologiques que nous avons & considérer, il se trouve que “con-

tinu” équivaut & “d’ordre fini”. Ceci étant, les diagrammes en question sont les
suivants:

0 — HY(R)* — H°(A)* — H%(L)* — H°(R)* — 0
49 il 7 ] i1
0 — HYR') — H*(A') — H*(L') — H*(R') — 0
et
0 — H(A) — H*QR) — H*L) — H*4) —0
€19) gl 92| 9| 94 ]
0 — HYA)" — HY(R')* — HY(L)* — H%(A)* — 0
Bien entendu, les fleches verticales sont définies par les applications bilinéaires 6,.
Il faut noter également que les lignes de ces deux diagrammes sont des suites

exactes; c’est évident pour le diagramme (I) ainsi que pour la premigre ligne du
diagramme (II); en ce qui concerne la deuxiéme ligne du diagramme (II), il faut
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remarquer le foncteur Homeont (G, Q/Z) est exact sur la catégorie des groupes
abéliens localement compacts G qui sont totalement discontinus et dénombrables
a infini.

Le théoréme 6 revient a dire que les applications f2, g1 et g4 sont bijectives.
Or, d’apres (ii), gs est bijective. On en déduit que g4 est surjective. Comme ce
résultat peut s’appliquer & tout Gx-module A, il est également vrai pour R, ce
qui prouve que g est surjective; de 13 et du diagramme (II), on tire que g4 est
bijective, puis que g, est bijective, et enfin que g; est bijective. Revenant au dia-
gramme (1), on voit que f; et f3 sont bijectives; on en déduit que f; est injective,
donc aussi f4, et finalement f; est bijective, ce qui achéve la démonstration.

Remarque.

Lorsque A est libre sur Z (autrement dit lorsque A’ est un tore), on peut
donner une démonstration plus simple du théoréme 6, basée sur les théorémes
du type Nakayama-Tate (cf. [145], Chap. IX).



§ 6. Corps de nombres algébriques

Dans ce paragraphe, on note k un corps de nombres algébriques, c’est-a-dire une
extension finie de Q. Une place de k est une classe d’équivalence de valeurs
absolues non impropres de k; '’ensemble des places est noté V. Siv € V, le
complété de k pour la topologie associée a v est noté k,; si v est archimédienne,
k, est isomorphe & R ou C; si v est ultramétrique, k, est un corps p-adique.

6.1. Modules finis — définition des groupes P*(k, A)

Soit A un Gi-module fini. Le changement de base k — k, permit de définir les
groupes de cohomologie H*(k,, A). [Lorsque v est une place archimédienne, nous
conviendrons que HO%(k,, A) désigne le O-itme groupe de cohomologie modifié
(cf. [145], Chap. VIII, n° 1) du groupe fini G, a valeurs dans A. Si par exemple
v est complexe, on a H%(k,, 4) = 0.]

D’aprés le n° 1.1, on a des homomorphismes canoniques:

Hi(k, A) — H'(ky, A) .

Ces homomorphismes peuvent s’interpréter de la maniére suivante:

Soit w une extension de v a %, et soit D,, le groupe de décomposition corre-
spondant (on a s € D,, si et seulement si s(w) = w). Notons k,, la réunion des
complétés des sous-extensions finies de k [attention: ce n’est pas le complété de
k pour w, cf. exerc. 1]; on démontre facilement que k., est une cléture algébrique
de k,, et que son groupe de Galois est D,,. On peut donc identifier H Y(ky, A) A
H(D,, A), et 'homomorphisme

Hi(k,A) — H'(ky, A)
devient alors simplement I’homomorphisme de restriction:
H(Gy,A) — H(Dy, A) .

La collection des homomorphismes H*(k, A) — H*(k,, A) définit un homo-
morphisme Hi(k,A) — [] H'(ky, A). En fait, le produit direct peut étre rem-
placé par un sous-groupe convenable. De fagon précise, soit K/k une extension
galoisienne finie de k telle que Gy opére trivialement dans A, et soit S un en-
semble fini de places de k contenant toutes les places archimédiennes ainsi que
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toutes les places que se ramifient dans K. Il est facile de voir que, pour v ¢ S, le
Gi,-module A est non ramifié au sens du n° 5.5, et les sous-groupes H:, (ky, A)
sont bien définis. Soit P*(k, A) le sous-groupe du produit [,y H*(ky, A) formé
des systémes (z,) tels que z,, appartienne & H:, (k,, A) pour presque tout v € V.
On a:

Proposition 21. L’homomorphisme canonique H'(k,A) — [] H(k,, A) ap-
plique H(k, A) dans Pi(k, A).

En effet, tout élément z de H*(k, A) provient d’un élément y € H*(L/k, A),
ou L/k est une extension galoisienne fine convenable. Si T désigne la réunion de
S et de I'’ensemble des places de k ramifiées dans L, il est clair que 'image z, de
z dans H'(k,, A) appartient & H} (k,, A) pour tout v ¢ T, d’ot1 la proposition.

Nous noterons f; : H'(k,A) — P%(k,A) 'homomorphisme défini par la
proposition précédente. D’apres la prop. 18 du n° 5.5, on a:

P°(k, A)=] [ H*(kv,A)  (produit direct),
P2(k, A)=H H%(k,, A) (somme directe).

Quant au groupe P!(k, A), Tate propose de le noter [] H!(k,, A), pour bien
montrer qu’il est intermédiaire entre un produit direct et une somme directe.

Enfin, les groupes P(k, A), i > 3, sont simplement les produits (finis) des
H'(k,, A), pour v parcourant 'ensemble des places archimédiennes réelles de k.
En particulier, on a P*(k, A) = 0 pour i > 3 si k est totalement imaginaire, ou
si A est d’ordre impair.

Remarque.

L’application fp est évidemment injective, et Tate a démontré (cf. n°® 6.3)
que les f;, i > 3, sont bijectives. Par contre, f et fo ne sont pas nécessairement
injectives (cf. Chap. III, n°® 4.7).

Exzercices. _
1) Soit w une place ultramétrique de la cléture algébrique k de k. Montrer que le

corps kv défini plus haut n’est pas complet [remarquer qu'il est réunion dénombrable de
sous-espaces fermés sans points intérieurs, et appliquer le théoréme de Baire]. Montrer
que le complété de k,, est un corps algébriquement clos.

2) Définir les Pi(k, A) pour i négatif. Montrer que le systéeme des {P'(k, A)}icz
forme un foncteur cohomologique en A.

6.2. Le théoréme de propreté

Les groupes P'(k,A) définis au n° précédent peuvent étre munis de facon
naturelle d’une topologie de groupe localement compact (cas particulier de
la notion de “somme directe locale” due & Braconnier): on prend comme
base de voisinages de 0 les sous-groupes HugT Hi, (ky, A), o T parcourt
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'ensemble des parties finies de V contenant S. Pour P°(k, A) = [] H°(k,, A),
on trouve la topologie produit, qui fait de P°(k, A) un groupe compact. Pour
P!(k,A) = [] H'(k,, A) on trouve une certaine topologie de groupe localement
compact; pour P?(k, A) = [[ H?(k,, A), on trouve la topologie discréte.

Théoréme 7. L’homomorphisme canonigue
fi: H'(k, A) — P(k, A)

est une application propre, lorsqu’on munit H ‘(k, A) de la topologie discréte, et
Pk, A) de la topologie définie ci-dessus.

Nous ne démontrerons ce théoréme que pour 7 = 1. Le cas i = 0 est trivial,
et le cas i > 2 résulte des théorémes plus précis de Tate et Poitou qui seront
énoncés au n°® suivant.

Soit T une partie de V' contenant S, et soit P}(k, A) le sous-groupe de
Py(k, A) formé des éléments (z,) tels que z, € H}, (ky, A) pour tout v ¢ T.
Il est clair que P}(k, A) est compact, et que réciproquement tout sous-ensemble
compact de P!(k, A) est contenu dans 'un des P}(k, A). Il nous suffira donc
de prouver que 'image réciproque Xr de P}(k, A) dans H!(k, A) est finie. Par
définition, un élément z € H!(k, A) appartient & Xr si et seulement si il est
non ramifié en dehors de T'. Désignons, comme ci-dessus, par K/k une extension
galoisienne finie de k telle que Gk opére trivialement sur A, et soit 7’ ’ensemble
des places de K prolongeant les places de T. On voit facilement que 'image de
Xr dans H!(k, A) est formée d’éléments non ramifiés en dehors de T'; comme
le noyau de H!(k, A) — H!(K, A) est fini, on est donc ramené a montrer que
ces éléments sont en nombre fini. Ainsi (quitte & remplacer k par K), on peut
supposer que Gy opére trivialement sur A. On a alors H(k, A) = Hom(Gg, A).
Si ¢ € Hom(Gk, A), désignons par k(yp) l'extension de k correspondant au noyau
de ¢; c’est une extension abélienne, et ¢ définit un isomorphisme du groupe de
Galois G(k(i)/k) sur un sous-groupe de A. Dire que ¢ est non ramifié en dehors
de T signifie que I'extension k()/k est non ramifiée en dehors de T'. Comme les
extensions k(y) sont de degré borné, le théoréme de finitude que nous voulons
démontrer est une conséquence du résultat plus précis suivant:

Lemme 6. Soit k un corps de nombres algébriques, soit r un entier, et soit T
un ensemble fini de places de k. Il n'existe qu’un nombre fini d’extensions de
degré v de k qui sotent non ramifiées en dehors de T

On se raméne tout de suite au cas ol k = Q. Si F est une extension de Q de
degré r non ramifiée en dehors de T, le discriminant d de E sur Q n’est divisible
que par des nombres premiers p appartenant & T. De plus, 'exposant de p dans
d est borné (cela résulte, par exemple, du fait qu’il n’existe qu'un nombre fini
d’extensions du corps local Q, qui soient de degré < r, cf. Chap. III, n°® 4.2;
voir aussi [145], p. 67). Les discriminants d possibles sont donc en nombre fini.
Comme il n’existe qu’un nombre fini de corps de nombres ayant un discriminant
donné (théoréeme d’Hermite), cela démontre le lemme.
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6.3. Enoncés des théorémes de Poitou et Tate

Conservons les notations précédentes, et posons A’ = Hom(A, G,;,). Le théoréme
de dualité du cas local, joint & la prop. 19 du n° 5.5, entraine que P%(k, A) est
dual de P2(k, A') et P!(k, A) est dual de P*(k, A’) [il faut faire un peu attention
aux places archimédiennes — cela marche, grace a la convention faite au début
du n° 6.1.].

Les trois théorémes suivants sont nettement plus difficiles. Nous nous borne-
rons a les énoncer:

Théoréme A. Le noyau de f; : HYk,A) — [JH(ky,A) et celui de
fy: H*(k,A") — [[ H*(ky, A") sont en dualité.

On observera que cet énoncé, appliqué au module A’, entraine la finitude du
noyau de fo; le cas i = 2 du théoréme 7 résulte immédiatement de la.

Théortme B. Pouri > 3, homomorphisme
fi: Hi(k, 4) — [] H' (v, 4)
est un isomorphisme.

[Bien entendu, on peut se borner aux places v qui sont réelles, i.e. telles que
k, =R]

Théoréme C. On a une suite exacte:
0— HOk,A) — [[H (ky,A) — H%(k,A")* - H'(k,A)
(fini) (compact) (compact) (discret)
[1H'(ky, A)
.~ (loc.compact)
0 — HO(k,A")* — [] H*(ky, A) — H?*(k,A) « H'(k,A")*
(fini) (discret) (discret) {compact)

Tous les homomorphismes qui figurent dans cette suite sont continus.

(On a noté G* le dual - au sens de Pontrjagin — du groupe localement com-
pact G.)

Ces théorémes sont énoncés dans I'exposé de Tate & Stockholm [171)], avec
de bréves indications sur les démonstrations. D’autres démonstrations, dues a
Poitou, se trouvent dans le séminaire de Lille de 1963, cf. [126]. Voir aussi Haber-
land [65] et Milne [116].



Indications bibliographiques sur le Chapitre II

La situation est tout & fait analogue & celle du Chapitre I: presque tous les
résultats sont dus & Tate. La seule publication de Tate & ce sujet est son ex-
posé & Stockholm [171], qui contient une foule de résultats (beaucoup plus qu’il
n’a été possible d’exposer ici), mais trés peu de démonstrations. Heureusement,
les démonstrations du cas local ont été rédigées par Lang (notes polycopiées);
d’autres se trouvent dans ’exposé de Douady au séminaire Bourbaki [47].

Mentionnons également:

1) L’intérét de la notion de “dimension cohomologique” (pour le groupe de
Galois Gy, d’un corps k) a été signalé pour la premiere fois par Grothendieck, &
propos de son étude de la “cohomologie de Weil”. La prop. 11 du n® 4.2 lui est
due.

2) Poitou a obtenu les résultats du § 6 a peu prés en méme temps que Tate.
Il a exposé ses démonstrations (qui semblent différentes de celles de Tate) dans
le séminaire de Lille [126)].

3) Poitou et Tate ont été tous deux influencés par les résultats de Cassels,
relatifs & la cohomologie galoisienne des courbes elliptiques, cf. [26].



Annexe — Cohomologie galoisienne des
extensions transcendantes pures
[Le texte qui suit reproduit, avec des changements mineurs, le résumé des cours

de la chaire d’ Algebre et Géométrie, publié dans I’Annuaire du Collége de France,
1991-1992, p. 105-113.]

Le cours a comporté deux parties.

1. Cohomologie de k(T)

1l s'agit de résultats essentiellement connus, dus & Faddeev [50], Scharlau {138], Ara-
son (3], Elman [49], ... On peut les résumer comme suit:

§ 1. Une suite exacte

Soient G un groupe profini, N un sous-groupe distingué fermé de G, I" le quotient
G/N, et C un G-module discret sur lequel N opére trivialement (i.e. un I'-module).
Faisons ’hypothése: ‘
(r.1) H'(N,C)=0 pour touti> 1.

La suite spectrale H*(I', H*(N, C)) = H*(G, C) dégénére alors en une suite exacte:
(1.2) . _

.. — HY(I',C) — H'(G,C) - H* (I Hom(N,C)) — H'*Y(I,C) — ---

L’homomorphisme r : H'(G,C) — H* '(I'Hom(N,C)) figurant dans (1.2) est
défini de la maniére suivante (cf. Hochschild-Serre [72], Chap. II):

Si  est un élément de H*(G, C), on peut représenter o par un cocycle a(gi, ..., g:)
qui est normalisé (i.e. égal 4 0 lorsqu’un des g; est égal &4 1), et qui ne dépend que de
g1 et des images 7¥2,...,7vi de g2,...,9: dans I'. Pour 12,...,; fixés, l'application de
N dans C définie par

nr a(n,gz,...,9i) (n€N),

est un élément b(vz,...,vi) de Hom(N,C) et la (i — 1)-cochaine b ainsi définie sur I
est un (2 — 1)-cocycle & valeurs dans Hom(N, C); sa classe de cohomologie est r(a).

Faisons I’hypothése supplémentaire:
(1.3) Lextension 1 — N — G — I' — 1 est scindée .
L’homomorphisme H*(I,C) — H*(G,C) est alors injectif, et (1.2) se réduit a la
suite exacte:

(1.4) 0 — H(I,C) — H*G,C) — H* (I'Hom(N,C)) — 0.
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§ 2. Le cas local

Si K est un corps, on note K, une cldture séparable de K, et 'on pose Gk = G(K/K).
Si C est un Gx-module (discret), on écrit H*(K,C) a la place de H*(Gg, C).

Supposons que K soit muni d’une valuation discréte v, de corps résiduel k(v);
notons K, le complété de K pour v. Choisissons un prolongement de v & K,; soient
D et I les groupes de décomposition et d’inertie correspondants; on a D ~ Gk, et
D / I~ Gk(u)-

Soit n un entier > 0, premier a la caractéristique de k(v), et soit C un Gx-module
tel que nC = 0. Faisons I’hypothése suivante:

(2.1) C est non ramifié en v (i.e. I opére trivialement sur C).

On peut alors appliquer a la suite exacte 1 — I — D — Gy(y) — 1 les résultats du
§ 1 (les hypothéses (1.1) et (1.3) se vérifient sans difficulté). Le G(,)-module Hom(J, C)
s'identifie & C(—1) = Hom(un,C), ol u, désigne le groupe des racines n-iémes de
Punité (dans k(v), ou dans K,, cela revient au méme). Vu (1.4), cela donne la suite
exacte:

(2.2) 0 — H'(k(v),C) — H'(K,,C) — H' '(k(v),C(-1)) — 0.

Soit o € H(K, C) et soit a, son image (par restriction) dans H*(K,, C). L’élément
r(ay) de H*"!(k(v), C(—1)) est appelé le résidu de a en v, est noté ry(a). §'il est non
nul, on dit que & a un péle en v. S'il est nul, on dit que « est régulier (ou “holomorphe”)
en v; dans ce cas, a, s'identifie 3 un élément de H*(k{v),C), qui est appelé la valeur
de a en v, et noté a(v).

§ 3. Courbes algébriques et corps de fonctions d’une variable

Soit X une courbe projective lisse connexe sur un corps k, et soit K = k(X) le corps
de fonctions correspondant. Soit X l’ensemble des points fermés du schéma X. Un
élément z de X peut étre identifié & une valuation discréte de K, triviale sur k; on
note k(z) le corps résiduel correspondant; c’est une extension finie de k.

Comme ci-dessus, soit 7 un entier > 0, premier & la caractéristique de k, et soit
C un Gr-module tel que nC = 0. Le choix d’un plongement de ks dans K, définit
un homomorphisme Gx — Gk, ce qui permet de considérer C' comme un Gk-module.
Pour tout z € X, '’hypothése (2.1) est satisfaite. Si a € H*(K,C), on peut donc parler
du résidu r-(a) de a en z; on a rz(a) € H* ' (k(z), C(~1)). On démontre:

(3.1) On arz(a) =0 pour tout z € X sauf un nombre fini (autrement dit 'ensemble
des pbles de a est fini).

De fagon plus précise, soit L/K une extension galoisienne finie de K assez grande
pour que o provienne d’un élément de H*(G(L/K),CL), oa Cp = H°(GL,C). On a
r+(a) = 0 pour tout z en lequel l'indice de ramification de L/K est premier a n.

(3.2) On a la “formule des résidus™:

Z Corf® r.(a) =0 dans H'™'(k,C(-1)),
zeX

ol Cor’,:(’) : H"Y(k(z), C(~1)) — H*"(k,C(-1)) désigne I’lhomomorphisme de core-
striction relativement & Uextension k(z)/k.
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(Précisons ce que 'on entend par Corf si F/E est une extension finie: c'est le
produit de la corestriction galoisienne usuelle (correspondant a linclusion Gg — GEg)
par le degré inséparable [F : E];. Le composé Corf o ResZ est égal & la multiplication
par [F : E].)

Application
Soit f € K", et soit D = Zze x Nz le diviseur de f. Supposons D disjoint de
I'ensemble des poles de a. Cela permet de définir un élément o(D) de H'(k,C) par la

formule
a(D) = Z ng Cort® ofz) .

T€|Dj
On déduit de (3.2) la formule suivante:
(3.3) aD)= Y Cof®(f(@))re(a) ,

z pble de o

ol

(f(x)) est 'élément de H' (k(z), pr) défini par 1'é1ément f(z) de k(z), via la théorie
de Kummer;

ro(a) € H* "' (k(z), C(—1)) est le résidu de o en =;

(f(z))-r=(a) est le cup-produit de (f(z)) et de 7-(a) dans H*(k(z), C), relativement
a P’application bilinéaire pn x C(—1) — C.

Lorsque a n'a pas de pdles, (3.3) se réduit a
a(D)=0,
analogue cohomologique du théoréme d’Abel. Cela permet d’associer & oo un homomor-
phisme du groupe des points rationnels de la jacobienne de X dans le groupe H*(k, C);

pour i = 1, on retrouve une situation étudiée dans le cours de 1956-1957, cf. Groupes
Algébriques et Corps de Classes [144].

§ 4. Le cas o K = k(T)

C’est celui ol X est la droite projective P;. Du fait que X posséde un point ra-
tionnel, I’homomorphisme canonique H*(k, C) —+ H*(K,C) est injectif. Un élément de
H*(K, C) est dit constant s'il appartient & H*(k,C). On démontre:

(4.1) Pour que o € H'(K,C) soit constant, il faut et il suffit que rz(a) = 0 pour tout
z € X (i.e. que a n’ait pas de pdles).

(4.2) Pour tout z € X, soit o, € H' "' (k(z), C(—1)). Supposons que oz = 0 pour tout
x sauf un nombre fini, et que:

Z Corf™ g, =0 dans H ' (k,C(-1)).
T€EX

Il existe alors oo € H (K, C) tel que rz() = o5 pour tout x € X.

On peut résumer (3.1), (3.2), (4.1), (4.2) par la suite exacte:
(4.3)

0 — H'(k,C) — H'(K,C) — @H""(k(z),C(—l)) — H Yk, C(-1)) — 0.

z€X
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Remarque. '

Soit & € H*(K,C), et soit P, '’ensemble de ses pdles. Les énoncés ci-dessus mon-
trent que a est déterminé sans ambiguité par ses résidus, et par sa valeur en un point
rationnel de X non contenu dans P,. En particulier, la valeur de o peut se calculer a
partir de ces données. Voici un formule permettant de faire un tel caicul si co ¢ Pq:

(4.4) a(z) = a(oo) + Z Cort® (z - y)-ry () ,
Y€ Pa

oll

ofz) est la valeur de o en un point rationnel x € X(k), z € Pa,  # oo

a(00) est la valeur de o au point oo;

(x — y) est ’élément de H'(k(y), pun) défini par z — y;

(z — y)ry(a) est le cup-produit de (z — y) par le résidu ry(a), calculé dans
H'(k(y), O); |

Cort™ est la corestriction: H*(k(y),C) — H'(k,C).

Cela se déduit de (3.3), appliqué & la fonction f(T) = z — T, dont le diviseur D est

(x) = (00).

Généralisation a plusieurs variables

Soit K = k(T1,...,Tm) le corps des fonctions de ’espace projectif P., de dimen-
sion m. Tout diviseur irréductible W de P,, définit une valuation discréte vw de K.
L’énoncé suivant se déduit de (4.1) par récurrence sur m:

(4.5) Pour que o € H*(K,C) soit constant (i.e. appartienne a H*(k,C)), il faut et
il suffit que o n'ait de péle en aucune valuation vw (et 'on peut méme se borner
aux W distincts de ’hyperplan a l'infini, i.e. on peut se placer sur ’espace affine de
dimension m, et non sur 'espace projectif).

2. Application: spécialisation du groupe de Brauer

§ 5. Notations

Ce sont celles du § 4, avec i = 2 et C = p,, d'ou C(-1) = Z/nZ.
On a H*(K,C) = Br,(K), noyau de la multiplication par n dans le groupe de
Brauer Br(K). La suite exacte (4.3) s'écrit alors:

0 — Bra(k) — Bra(K) — P H'(k(x), 2/nZ) — H'(k,Z/nZ) — 0.
T€EX

Elle est due a D.K. Faddeev [50].

Soit a € Bra(K), et soit P, C X l'ensemble de ses péles. Si z € X (k) est un point
rationnel de X = P, et si x ¢ Pa, la valeur de o en = est un élément a(x) de Br, (k).
On s’intéresse a la variation de a(z) avec z, et en particulier & ’ensemble V(o) des z
tels que afz) = 0 (“lieu des zéros de a”’). On aimerait comprendre la structure de V(a).
(Par exemple, si k est infini, est-il vrai que V(o) est, soit vide, soit de cardinal égal a
celui de £7)

Le cas oll n = 2 et oll a est un symbole (f, g), avec f,g € K", est particuliérement
intéressant, a cause de son interprétation en termes du fibré en coniques de base X
défini par I'équation homogéne

U2 - f(TW? ~g(TYW? =0.
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L’étude de V() peut étre abordée de plusieurs points de vue. Le cours en a envisagé
trois:

annulation de o par changement de base rationnel (cf. § 6),

conditions de Manin et approximation faible (cf. § 7),

bornes du crible (cf. § 8).

§ 6. Annulation par changement de base

On suppose, pour simplifier, que k est de caractéristique 0.

Soit o € Bryp(K), avec K = k(T) comme ci-dessus. Soit f(T”) une fonction ration-
nelle en une variable T'; supposons f non constante. Si I’on pose T' = f(T"), on obtient
un plongement de K dans K’ = k(T'). D’ot, par changement de base, un élément f*a
de Bry(K'). On dit que o est tué par K'/K (ou par f) si f*a = 0 dans Brn(K’).
S’il en est ainsi, on a a(t) = 0 pour tout t € X(k) qui n’est pas un péle de a, et qui
est de la forme f(t'), avec t' € Py(k). En particulier, V(a) est non vide (et méme
de cardinal égal & celui de k). On peut se demander s’il y a une réciproque. D’oti la
question suivante:

(6.1) Supposons V(&) non vide. Existe-t-il une fonction rationnelle non constante f
qui tue a?

Voici une variante & point base de (6.1):

(6.2) Soitto € V(a). Eriste-t-il f comme dans (6.1), telle que to soit de la forme f(tg),
avec ty € P1(k)?

On sait {Yanchevskii [188]) que (6.2) a une réponse positive si k est local hensélien
ousi k=R.

Lorsqu’on ne fait pas d’hypothese sur k, on n’a de résultats que pour n = 2. Pour
les énoncer, introduisons la notation suivante:

(6.3) d(e) = degPa= Y [k(z) : K] .
z€Pa
(L’entier d() est le nombre de péles de o, multiplicités comprises.)

Théoréme 6.4 (Mestre [112]). La question (6.2) a une réponse positive lorsque n = 2
et d(a) < 4.

Remarques.
1) La démonstration du th. 6.4 donne des informations supplémentaires sur les
corps K’ = k({(T') qui tuent o; par exemple, on peut s’arranger pour que [K': K] = 8.

2) Mestre a également obtenu des résultats dans le cas n = 2, d(a) = 5.
Voici une conséquence du th. 6.4 (cf. [113)):

Théoréme 6.5. Le groupe SL2(F7) a la propriété “Galr”, i.e. est groupe de Galois
d’une extension galoisienne Q-réguli¢re de Q(T).

En particulier il existe une infinité d’extensions galoisiennes de Q, deux a deux
disjointes, dont le groupe de Galois est SLa(F7).

1l y a des résultats analogues pour les groupes Mg, 6-Ag et 6-A7.
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§ 7. Conditions de Manin, approximation faible et hypothé&se de
Schinzel

On suppose maintenant que k est un corps de nombres algébriques, de degré fini sur Q.
Soit X' ’ensemble de ses places (archimédiennes et ultramétriques); si v € X, on note
kv le complété de k pour v. Soit A l'anneau des adéles de k, autrement dit le produit
restreint des k, (v € X).

Soit X(A) =[], X(kv) I'espace des points adéliques de X = P;. C’est un espace
compact. A un élément o de Br, (K on associe le sous-espace Va{a) défini de la fagon
suivante:

un point adélique x = (z,) appartient & Va(a) si, pour tout v € £, on a x, ¢ Py
et a(z,) = 0 dans Br, (k).

(Autrement dit, Va (a) est 'ensemble des solutions adéliques de ’équation a(z) = 0.)

Toute solution dans k de a(z) = 0 est évidemment une solution adélique. On a
donc une inclusion:

V(a) C Va(a),
et 'on peut se demander quelle est ’adhérence de V(a) dans Va(a). Pour répondre
(ou tenter de répondre) & cette question, il y a lieu d’introduire (& la suite de Colliot-
Théléne et Sansuc) les “conditions de Manin”:

Disons qu’un élément 8 de Brn(K) est subordonné a a si, pour tout z € X, rz(0)
est un multiple entier de rz(a}; on a en particulier Ps C P,. Soit Sub(a) '’ensemble
de ces éléments; c’est un sous-groupe de Br.(K) contenant Br,(k), et le quotient
Sub(a)/ Bra(k) est fini. Si 8 € Sub(a), et si x = (z,) est un point de Va(a), on a
B(zy) = 0 pour presque tout v. Cela permet de définir un élément m (g8, x) de Q/Z par
la formule:

(7.1) m(B,x) = Y _ inve (@) ,

v

ol inv, désigne ’homomorphisme canonique de Br(k,) dans Q/Z. La fonction
x — m(3,x)

est localement constante sur Va(a) et s'annule sur V{a); de plus, elle ne dépend que
de la classe de 8 mod Bry (k). Notons VM (a) le sous-espace de Va(a) défini par les
“conditions de Manin”:

(7.2) m(B,x) =0 pour tout § € Sub(a).

C’est un sous-espace ouvert et fermé de Va(a) qui contient V{(«). Il parait raisonnable
de faire la conjecture suivante:

(7.3 7) V(a) est dense dans V! ().
En particulier:

(747) SiVM(a) # 0, on a V(a) # 0: les conditions de Manin sont “les seules” &
s’opposer a D’existence d’une solution rationnelle de I'équation a(z) = 0.

(7.5 7) SiSub(a) = Br,(k) (i.e. 8'il n’y a pas de condition de Manin), V(a) est dense
dans Va(a); il y a epprozimation faible: le principe de Hasse est valable.

La plupart des résultats concernant (7.3 7), (7.4 ?) et (7.5 7) sont relatifs au cas
n = 2. Dans le cas général, on a toutefois le théoréme suivant, qui compléte des résultats
antérieurs de Colliot-Théléne et Sansuc (1982) et Swinnerton-Dyer (1991), cf. [36], [37]:

Théoréme 7.6. L’hypothése (H) de Schinzel [141] entraine (7.3 7).



126 Annexe. Cohomologie galoisienne des extensions transcendantes pures

[Rappelons I’énoncé de 'hypothése (H): soient Pi(T),..., Pm(T) des polynémes a
coefficients dans Z, irréductibles sur Q, de termes dominants > 0, et tels que, pour tout
nombre premier p, il existe n, € Z tel que Pi(ny) # 0 (mod p) pour i = 1,...,m.
Alors il existe une infinité d’entiers n > 0 tels que Pi(n) soit un nombre premier pour
i=1,...,m]

Remarque.

Le th. 7.6 peut étre étendu aux systémes d’équations ai{x) = 0, ou les o; sont des
éléments de Br,(K) en nombre fini. On doit alors remplacer Sub{a) par Pensemble
des B € Bra.(K) tels que, pour tout z € X, r.(8) appartienne au sous-groupe de
H*(k(x), Z/nZ) engendré par les r-(a).

§ 8. Bornes du crible

On conserve les notations ci-dessus, et l'on suppose (pour simplifier) que k = Q. Si
z € X(k) = P1{Q), on note H(z) la hauteur de x: si x = p/q oll p et ¢ sont des entiers
premiers entre eux, on a H(z) = sup(|p|,|qg|). Si H — oo, le nombre des z tels que
H(x) < H est cH? + O(H-log H), avec ¢ = 12/%%.

Soit No(H) le nombre des z € V() tels que H(z) < H. On aimerait connaitre la
croissance de N, (H) quand H — co. Un argument de crible [155] permet en tout cas
d’en donner une majoration. Pour énoncer le résultat, convenons de noter e (o) l'ordre
du résidu r.{a) de a en z (pour z € X); on a ez{a) = 1 si z n’est pas un poéle de a.
Posons
(8.1) §(e) = Y (1=1/ea(a)) -

z€X
Théoréme 8.2. On a No(H) < H?/(log H)*® pour H — oo.

Noter que, si « n’est pas constant, on a d(a) > 0, et le théoréme ci-dessus montre
que “peu” de points rationnels appartiennent & V(a).

On peut se demander si la majoration ainsi obtenue est optimale, sous hypothese
V{(a) # 0. Autrement dit:

(8.3) Est-il vrai que No(H) > H?/(log H)*® pour H assez grand, si V{a) # 07
(Pour un résultat encourageant dans cette direction, voir Hooley [73].)

Remarque.

Il y a des énoncés analogues pour les corps de nombres, et pour les systémes
d’équations a;(z) = 0; on doit alors remplacer e;(a) par I'ordre du groupe engendré
par les 7z (o).
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Ce paragraphe est consacré a I'illustration d’un “principe” général, qui s’énonce
approximativement ainsi:

Soit K/k une extension de corps, et soit X un “objet” défini sur k. Nous
dirons qu’'un objet Y, défini sur k, est une K/k-forme de X si Y devient iso-
morphe & X lorsqu’on étend le corps de base & K. Les classes de telles formes
(pour la relation d’équivalence définie par les k-isomorphismes) forment un en-
semble E(K/k, X).

Si K/k est galoisienne, on peut établir une correspondance bijective entre
E(K/k,X) et HY(G(K/k), A(K)) ot A(K) désigne le groupe des K-automor-
phismes de X.

11 serait évidemment possible de justifier cet énoncé en définissant axioma-
tiquement la notion d’ “objet défini sur k”, celle d’ “extension des scalaires”, et
en leur imposant certaines propriétés simples. Je ne m’aventurerai pas jusque
14, et je me bornerai & traiter deux cas particuliers: celui des espaces vectoriels
munis de tenseurs, et celui des variétés algébriques (ou des groupes algébriques).
Le lecteur que le cas général intéresse pourra se reporter a l'exposé VI du
séminaire Grothendieck [64], intitulé “Catégories fibrées et descente”; voir aussi
Giraud [54].

1.1. Tenseurs

Cet exemple est discuté en détail dans [145], Chap. X, § 2. Résumons-le rapide-
ment:

L’ “objet” est un couple (V,z), ou V est un k-espace vectoriel de dimension
finie, et = un tenseur sur V d’un type (p, ¢) fixé. On a donc

z € TPV) = TP(V) @ T(V*) .

La notion de k-isomorphisme de deux objets (V,z) et (V’/,z’) est claire. Si K
est une extension de k, et si (V, z) est un objet défini sur k, on obtient un objet
(Vk,zx) défini sur K en prenant pour Vi V'espace vectoriel V ®; K et pour
zx Pélément £ ® 1 de TP(Vk) = TP(V) @k K. Cela définit sans ambiguité la
notion de K/k-forme de (V, z); nous noterons E(K/k) ’ensemble de ces formes
(2 isomorphisme pres). Supposons d’autre part que K/k soit galoisienne, et soit
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A(K) le groupe des K-automorphisme de (Vi,zk); si s € G(K/k) et f € A(K),
on définit * f € A(K) par la formule:

Sf=(1®s)ofo(l®s71).

[Si f est représenté par une matrice (a;;), °f est représenté par la matrice
(°aij).] On définit ainsi une structure de G(K/k)-groupe sur A(K), et I'ensemble
HY(G(K/k), A(K)) est bien défini.

Soit maintenant (V’,z') une K/k-forme de (V,z). L'ensemble P des iso-
morphismes de (V/,,z%) sur (Vk,zx) est muni de fagon évidente d’une struc-
ture d’espace homogeéne principal sur A(K), et définit donc un élément p de
HY(G(K/k), A(K)), cf. Chap. I, n° 5.2. En faisant correspondre p a (V'  z') on
obtient une application canonique

6: E(K/k) — HYG(K/k), A(K)) .
Proposition 1. L’application 8 définie ci-dessus est bijective.

La démonstration est donnée dans [145], loc. cit. Indiquons seulement que
P'injectivité est triviale, et que la surjectivité résulte du lemme suivant:

Lemme 1. Pour tout entier n, on a H'(G(K/k), GL,(K)) = 0.
(Pour n = 1 on retrouve le “théoréme 90” bien connu.)

Remarque.

Le groupe A(K) est en fait défini pour toute k-algébre commutative K; c’est
le groupe des K-points d’un certain sous-groupe algébrique A de GL(V'). Du
point de vue matriciel, on obtient les équations de A en explicitant la relation
T?(f)r = z [il convient de noter que le groupe algébrique A ainsi défini n’est
pas nécessairement “lisse” sur k (en tant que schéma) — son faisceau structural
peut par exemple avoir des éléments nilpotents non nuls (cf. n® 1.2, exerc. 2)].
D’apreés les conventions du Chap. II, § 1, on pourra écrire H!(K/k, A) & la place
de HY(G(K/k), A(K)). Lorsque K = k,, on écrira simplement H(k, A).

La proposition précédente ne nous permet d’étudier que les ertensions ga-
loisiennes. La proposition suivante permet souvent de se ramener a ce cas:

Proposition 2. Soit g la sous-algébre de Lie de gi(V) formée des éléments
laissant invariant x (au sens infinitésimal — cf. Bourbaki, LIE I, § 3). Pour que
le groupe algébrigue A des automorphismes de (V,z) soit lisse sur k, il faut et
il suffit que sa dimension soit égale a celle de g. Si cette condition est réalisée,
toute K/k-forme de (V,x) est aussi une ky/k-forme.

Soit L Vanneau local de A en I’élément neutre, et soit m son idéal maximal.
On constate facilement que g n’est autre que ’espace tangent & A en I’élément
neutre, autrement dit le dual de m/m?2.

Comme dim(A) = dim(L}, on voit que I'égalité dim(g) = dim(A) signifie que
L est un anneau local régulier, ou encore que A est lisse sur k en ’élément neutre
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(donc partout, par translation). Cela démontre la premiére assertion. Soit d’autre
part (V',z') une K/k-forme de (V,z), et soit P la k-variété des isomorphismes
de (V',z') sur (V,z) [on laisse au lecteur le soin de la définir en forme au moyen
d’un foncteur — ou au moyen d’équations explicites]; le fait que (V',z') et (V,x)
soient K-isomorphes montre que P(K) est non vide. On voit alors que Pk et
Ak sont K-isomorphes; en particulier Px est lisse sur K, et il en résulte que
P est lisse sur k. D’aprés un résultat élémentaire de géométrie algébrique, les
points de P & valeurs dans k, sont denses dans P. L’existence d’au moins un tel
point suffit & assurer que (V,z) et (V',z’) sont k,-isomorphes, cqfd.

1.2. Exemples

a) Prenons pour tenseur z une forme bilinéaire alternée non dégénérée. Le groupe
A est le groupe symplectique Sp attaché a cette forme. D’autre part, la théorie
élémentaire des formes alternées montre que toutes les formes de z sont triviales
(i-e. isomorphes a z). Dot

Proposition 3. Pour toute extension galoisienne K/k, on a H*(K /k,Sp) = 0.

b) Supposons la caractéristique différente de 2, et prenons pour x une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée. Le groupe A est le groupe orthogonal O(z)
défini par z. On en conclut:

Proposition 4. Pour toute extension galoisienne K /k, l'ensemble H'(K /k, O(z))
est en correspondance bijective avec l’ensemble des formes quadratiques définies
sur k qui sont K-équivalentes d .

Pour p = 2, il faut remplacer la forme bilinéaire symétrique par une forme
quadratique, ce qui oblige & abandonner le cadre des espaces tensoriels (cf. ex-
ercice 2).

c) Prenons pour z un tenseur de type (1,2), ou, ce qui revient au méme, une
structure d’algébre sur V. Le groupe A est alors le groupe des automorphismes
de cette algebre, et g l'algébre de Lie de ses dérivations. Lorsque V = M,,(k)
les K/k-formes de V' sont simplement les algébres centrales simples de rang n?
sur k, neutralisées par K; le groupe A s'identifie au groupe projectif PGLy,(k),
et 1’on obtient ainsi une interprétation de H'(K/k,PGL,) en termes d’algébres
centrales simples, cf. [145], Chap. X, § 5.

Ezercices.

1) Montrer que toute dérivation de M, (k) est intérieure. Utiliser ce fait, combiné
avec la prop. 2, pour retrouver le théoréme suivant lequel toute algébre centrale simple
admet un corps neutralisant galoisien sur le corps de base.

2) Soit V un espace vectoriel sur un corps de caractéristique 2, soit F' une forme
quadratique sur V, et soit br la forme bilinéaire associée. Montrer que l'algébre de
Lie g du groupe orthogonal O(F) est formée des endomorphismes u de V tels que
br(a,u(a)) = O pour tout a. Calculer la dimension de g en supposant la forme br non
dégénérée (ce qui entraine dimV = 0 mod 2); en déduire la lissité du groupe O(F)
dans ce cas. Ce résultat subsiste-t-il lorsque bp est dégénérée?
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1.3. Variétés, groupes algébriques, etc.

Nous prenons maintenant comme objet une variété algébrique (resp. un groupe
algébrique, resp. un espace homogene algébrique sur un groupe algébrique). Si
V est une telle variété, définie sur un corps k, et si K est une extension de k,
on note A(K) le groupe des K-automorphismes de Vi (muni éventuellement de
sa structure de groupe, resp. d’espace homogéne). On définit ainsi un foncteur
Auty vérifiant les hypothéses du Chap. 1, § 1.

Soit maintenant K/k une extension galoisienne de k, et soit V' une K/k-
forme de V. L’ensemble P des K-isomorphismes de Vj sur Vi est évidlemment
un espace principal homogéne sur le G(K/k)-groupe A(K) = Auty(K). On
définit ainsi, comme au n° 1.1, une application canonique

6: E(K/k,V) — H'(K/k,Auty) .

Proposition 5. L’application @ est injective. St V est guasi-projective, elle est
bijective.

L’injectivité de 8 est triviale. Pour établir sa surjectivité (lorsque V est quasi-
projective), on applique la méthode de la “descente du corps de base” de Weil.
Cela revient simplement & ceci:

Supposons pour simplifier que K/k soit finie, et soit ¢ = (¢,) un 1-cocycle de
G(K/k) dans Auty (K). En combinant ¢, avec les automorphismes 1® s de Vk,
on fait opérer le groupe G(K/k) sur Vk; la variété quotient:

¢V =(Vk)/G(K/k)

est alors une K/k-forme de V [ce quotient existe du fait que V' a été supposée
quasi-projective]. On dit que .V s’obtient en tordant V' au moyen du cocycle c
(cette terminologie est visiblement compatible avec celle du Chap. I, n® 5.3). 1l
est facile de voir que l'image de (V par 8 est égale a la classe de cohomologie
de ¢; d’ol la surjectivité de 8.

Corollaire. Si V est un groupe algébrique, Uapplication @ est bijective.
On sait en effet que toute variété de groupe est quasi-projective.

Remarques.

1) 1l résulte de la prop. 5 que deux variétés V et W ayant méme fonc-
teur d’automorphismes ont des K/k-formes qui se correspondent bijectivement
(K étant une extension galoisienne de k). Exemples:

algebres d’octonions <= groupes simples de type G,

algeébres centrales simples variétés de Severi-Brauer
de rang n? de dimension n — 1

algébres semi-simples & groupes classiques a centre
involution trivial
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2} Le foncteur Auty n’est pas toujours représentable (dans la catégorie des
k-schémas); de plus, méme s’il est représentable, il se peut que le schéma qui le
représente ne soit pas de type fini sur k, c’est-a-dire ne définisse pas un “groupe
algébrique” au sens habituel du terme.

1.4. Exemple: les k-formes du groupe SL,

On suppose n > 2. Le groupe SL,, est un groupe semi-simple déployé simplement
connexe dont le systéme de racines est irréductible de type (An_1). Le schéma de
Dynkin correspondant est:

e sin=2, et —eo—...—o sin>3.

Son groupe d’automorphismes est d’ordre 1 si n = 2 et d’ordre 2 si n > 3. Cela entraine
que le groupe Aut(SL,) est connexe si n = 2, et a deux composantes connexes sin > 3.
1l a y intérét a séparer ces deux cas:

Le casn =2

On a Aut(SL3) = SL3 /pu2 = PGLz2. Or ce groupe est aussi le groupe des automor-
phismes de 'algébre de matrices M. On en déduit (cf. Remarque 1) du n° 1.3) que
les k-formes de SLy et de My se correspondent bijectivement. Or celles de M2 sont les
algébres centrales simples de rang 4 sur k, autrement dit les algébres de quaternions.
On obtient ainsi une correspondance:

k-formes de SLy <=> algébres de quaternions sur k .

Explicitons cette correspondance:

a) Si D est une algebre de quaternions sur k, on lui associe le groupe SLp
(cf. n°® 3.2), qui est une k-forme de SL2; les points rationnels de ce groupe s’identifient
aux éléments de D de norme réduite 1.

b) Si L est une k-forme de SL2, on montre (en utilisant par exemple les résultats
généraux de Tits [179]) que L posstde une représentation k-linéaire

02:L— GLvy ,

de dimension 4, qui est k,-isomorphe & la somme directe de deux copies de la
représentation standard de SL2; de plus, cette représentation est unique, & isomor-
phisme prés. Le commutant D = End®(V) de g2 est 1’algébre de quaternions corre-
spondant & L. (Lorsque k est de caractéristique 0, on trouvera d’autres descriptions
de D, a partir de I'algébre de Lie de L, dans Bourbaki LIE VIII, § 1, exerc. 16 et 17.)

Lecasn>3
Le groupe Aut(SL,) est engendré par sa composante neutre PGL,. et par I’auto-
morphisme externe  + ‘z ™! (rappelons que ‘x désigne la transposée d’une matrice ).
Considérons alors I'algébre M2 = M,, x M,,, munie de I'involution

(z,9) ~ (z,9)" = (‘v,"z) .

On peut plonger GL, dans le groupe multiplicatif de M2 par = — (x,'z~"), et 'on
obtient ainsi le groupe des éléments u de M2 tels que u-u* = 1. A fortiori, on obtient
ainsi un plongement de SLy. De plus, ces plongements donnent des identifications

Aut(GL,) = Aut(SLy) = Aut(M2, ) ,
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ot Aut(MZ, ) désigne le groupe des automorphismes de I'algébre & involution (M2, *).

En raisonnant comme dans le cas n = 2, on déduit de 1a que les k-formes de SL,,
(ainsi que celles de GLy,) correspondent auz algébres & involution (D, x) jouissant des
propriétés suivantes:

(i) D est semi-simple et [D : k) = 2n®.

(ii) Le centre K de D est une k-algébre étale de rang 2, i.e. k x k, ou une extension
quadratique séparable de k.

(iii} L’involution * est “de deuriéme espéce”, i.e. elle induit sur K I'unique auto-
morphisme non trivial de K.

De fagon plus précise, la k-forme de GL,, associée & (D, *) est le groupe unitaire Up;
ses k-points sont les éléments u de D tels que u - ©* = 1. Quant a la k-forme de SLy,
c’est le groupe spécial unitaire SUp; ses k-points sont les éléments u de D tels que
u-u* = 1et Nrd(u) = 1, ot Nrd : D — K désigne la norme réduite.

On a une suite exacte:

l——%SUD—vUD&ngn——)l,

olt G¢, désigne le tordu du groupe G, par le caractére ¢ : Gy — {+1} associé a 'algébre
quadratique K/k. (Autre définition de &: il donne I'action du groupe de Galois Gy sur
le schéma de Dynkin.)

Deux cas particuliers méritent d’étre mentionnés explicitement:

a) Formes intérieures. On a K = k x k, i.e. € = 1. L’algeébre a involution (D, *) se
décompose alors en D = A x A°, ot A est centrale simple de rang n?, A® est I’algébre
opposée, et I'involution est (z,y) — (y, ). Le groupe SUp correspondant n’est autre
que SLa, cf. n° 3.2. Noter que A et A° donnent des groupes isomorphes.

b) Cas hermitien. C’est celui ot K est un corps, et D est une algébre de matri-
ces M,,(K). On vérifie facilement que I'involution  est de la forme

T qu “I—l )
ol  est le conjugué de z par Pinvolution de K, et g est un élément hermitien inversible
de M,,(K), défini & multiplication prés par un élément de k*. La k-forme de SL,, associé
a (D, ) n’est autre que le groupe unitaire unimodulaire SU, défini par ¢ (vu comme
forme hermitienne sur K). Ses k-points rationnels sont les éléments u de GLn(K)
satisfaisant a:
q=ug'a et det(u) =1.

Remarque.

1l y a des résultats analogues pour les autres groupes classiques, cf. Weil [184] et
Kneser [87] (si la caractéristique est # 2), et Tits [178] (si la caractéristique est 2).

Ezercices.
1) Montrer que I’automorphisme z +— tz~1 de SL; coincide avec 'automorphisme

intérieur défini par ((1) _01 )

2) Montrer que Aut(GLz)} = {#1} x Aut(SL2). En déduire la classification des
k-formes de GL3.

3) Le groupe d’automorphismes de la droite projective Py est PGL2. En déduire
que les k-formes de Py (i.e. les courbes projectives lisses absolument irréductibles de
genre 0) correspondent aux k-formes de SL2 ainsi qu'aux algébres de quaternions.

Si k est de caractéristique # 2, cette correspondance associe a l'algébre de quater-
nions 12 = a, j2 = b, ij = —ji, la conique de P2 d’équation Z%? = aX?+bY2.
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Si k est de caractéristique 2, Palgébre de quaternions définie par i +i = a, j% = b,
jij~! =i + 1, correspond & la conique d’équation

X2+ XY +aY?4+02%=0 (a € k, b € k* — cf. Chap. II, n° 2.2).
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Sauf mention expresse du contraire, le corps de base k est supposé parfait.

On réserve le nom de “groupe algébrique” aux schémas en groupes sur k qui
sont de type fini et lisses (ce sont essentiellement les “groupes algébriques” de
Weil, & cela prés que nous ne les supposons pas nécessairement connexes).

Si A est un tel groupe, on écrit H!(k, A) 4 la place de H'(k/k, A), k désignant
une cloture algébrique de k, cf. n°® 1.1.

2.1. Rappels sur les groupes linéaires

(Références: Borel [16], Borel-Tits [20], Chevalley [34], Demazure-Gabriel [41], De-
mazure-Grothendieck [42], Platonov-Rapinchuk {125], Rosenlicht {129}, Steinberg [166],
Tits [177].)

Un groupe algébrique L est dit linéaire s’il est isomorphe a un sous-groupe
d’un groupe GL,; il revient au méme de dire que la variété algébrique sous-
jacente a L est affine.

Un groupe linéaire U est dit unipotent si, lorsqu’on le plonge dans GL,,
tous ses éléments sont unipotents (et cela ne dépend pas du plongement choisi).
Pour cela, il faut et il suffit que U admette une suite de composition dont les
quotients successifs sont isomorphes au groupe additif G, ou au groupe Z/pZ
(en caractéristique p). Ces groupes sont peu intéressants du point de vue coho-
mologique:

Proposition 6. Si U est un groupe linéaire unipotent connexe, on a
H'(k,U)=0.

[Cet énoncé ne s’étend pas au cas d’un corps de base imparfait, cf. exerc. 3.]
Cela résulte du fait que H!(k, G,) = 0 (Chap. II, Prop. 1).

Un groupe linéaire T est appelé un tore s’il est isomorphe (sur k) & un produit
de groupes multiplicatifs. Un tel groupe est déterminé & isomorphisme prés par
son groupe des caractéres X(T) = Hom(T, G,,), qui est un Z-module libre de
rang fini sur lequel opére continiiment G(k/k).

Tout groupe linéaire connexe résoluble R posséde un plus grand sous-groupe
unipotent U, qui est distingué dans G. Le quotient T = R/U est un tore, et R
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est produit semi-direct de T et de U. (Cette décomposition peut s’effectuer sur
le corps de base.)

Tout groupe linéaire L posséde un plus grand sous-groupe distingué résoluble
connexe R, appelé son radical. Lorsque R = 1 et que L est connexe, on dit que
L est semi-simple; dans le cas général, la composante neutre (L/R)p de L/R est
semi-simple. Ainsi, tout groupe linéaire admet une suite de composition dont
les quotients successifs sont de I'un des quatre types suivants: G,, un tore, un
groupe fini, un groupe semi-simple.

Un sous-groupe P de L est dit paraboliqgue lorsque L/P est une variété
compléte; si P est en outre résoluble et connexe, on dit que P est un sous-groupe
de Borel de L. Tout sous-groupe parabolique contient le radical R de L.

Supposons k algébriquement clos, et L connexe. Les sous-groupes de Borel
B de L peuvent étre caractérisés par I'une des propriétés suivantes:

a) sous-groupe résoluble connexe maximal de L.
b) sous-groupe parabolique minimal de L.

En outre, les sous-groupes de Borel sont conjugués entre eux, et égaux a leurs
normalisateurs. [On notera que, lorsque & n’est pas algébriquement clos, il peut
n’exister aucun sous-groupe de Borel de L qui soit défini sur k - cf. n® 2.2

Un sous-groupe C d’un groupe linéaire L est appelé un sous-groupe de Cartan
s’il est nilpotent et égal 4 la composante neutre de son normalisateur. Il existe au
moins un sous-groupe de Cartan défini sur k, et ces sous-groupes sont conjugués
(sur k, mais pas en général sur k). Lorsque L est semi-simple, les sous-groupes
de Cartan ne sont autres que les tores mazimauz.

Ezxercices.

1) Soient L un groupe réductif connexe, et P un sous-groupe parabolique de L.
Montrer que V'application H'(k, P) — H*(k, L) est injective.

[On sait, cf. Borel-Tits [20], th. 4.13, que L(k) opére transitivement sur les k-
points de I’espace homogéne L/P. Cela entraine (Chap. I, prop. 36), que le noyau de
H'(k, P) — H'(k,L) est trivial. Conclure par un argument de torsion.]

2) (d’aprés J.Tits) Soient B et C des sous-groupes algébriques d'un groupe
linéaire D, et soit A = B N C. On suppose que les algébres de Lie de A, B, C et
D satisfont aux conditions:

LieA=LieBNLieC et LieB+LieC =1LieD .

Il en résulte que B/A — D/C est une immersion ouverte.

On suppose que D(k) est dense pour la topologie de Zariski (c'est le cas si D est
connexe, et k est parfait infini).

(a) Montrer que le noyau de H'(k,B) — H'(k, D) est contenu dans I'image de
H'(k, A) — H'(k, B).

[Si b € Z'(k,B) est un cobord dans D, et si I'on tord I'inclusion B/A — D/C
par b, on trouve »{B/A) — »(D/C) = D/C. Comme les points rationnels de D/C
sont denses, 'ouvert ;(B/A) de +(D/C) a un point rationnel. Conclure en utilisant la
prop. 36 du Chap. L)

(b) Méme énoncé, avec B remplacé par C.

(c) En déduire que, si H'(k, A) = 0, le noyau de H'(k, B) — H'(k, D) est trivial.
En particulier, si H*(k, A) et H'(k, D) sont tous deux 0, il en est de méme de H*(k, B)
et de H'(k,C).
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3) Soit ko un corps de caractéristique p, et soit k = ko((t)) le corps des séries
formelles en une variable sur ko. C’est un corps imparfait; lorsque ko est algébriquement
clos, c’est un corps de dimension < 1 (c’est méme un corps (C1), cf. Chap. I, n° 3.2).

Soit U le sous-groupe de G, x G, formé des couples (y, z) vérifiant I’équation
y? — y = tz”. Montrer que c’est un groupe unipotent connexe de dimension 1, lisse
sur k. Déterminer H'(k,U) et montrer que ce groupe n'est pas réduit 2 0 si p # 2.
Ngontrer qu4e P'on a un résultat analogue en caractéristique 2 en prenant 1’équation
y+y=1tz".

2.2. Nullité de H! pour les groupes linéaires connexes

Théoréme 1. Soit k un corps. Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) HY(k,L) = 0 pour tout groupe algébrique linéaire L conneze.

(') HY(k,L) = 0 pour tout groupe algébrique semi-simple L.

(ii) Tout groupe algébrigue linéaire L contient un sous-groupe de Borel défini
sur k.

(i} Tout groupe algébrique semi-simple L contient un sous-groupe de Borel
défini sur k.

De plus, ces propriétés entrainent gue dim(k) <1 (cf. Chap. II, § 3).

(On rappelle que k est supposé parfait.)

On procede par étapes:

(1) (ii) & (ii’). C’est trivial.

(2) (i) = dim(k) < 1. Soit en effet D un corps gauche de centre une
extension finie k' de k, avec [D : k'] = n%, n > 2. Soit SLp le k’-groupe
algébrique correspondant {cf. n° 1.4 et n°® 3.2); c’est un groupe semi-simple dont
les &’-points rationnels s’identifient aux éléments de D de norme réduite 1. Soit
L = Ry x(SLp) le k-groupe algébrique déduit de ce groupe par restriction des
scalaires & la Weil (cf. [119], [185]). Ce groupe est semi-simple # 1. Si (ii’) est
vérifié, il contient un élément unipotent # 1, ce qui est absurde. On a donc bien
dim(k) < 1.

(3) (i") = dim(k) < 1. Soit K une extension finie de k, et soit L un K-groupe
algébrique. Définissons comme ci-dessus le groupe Rg/i(L); les k-points de ce
groupe forment ce que I’on a appelé au Chap. I, n°® 5.8, l'induit de L(k). On a

HY(K,L) = H'(k,Rgx(L)) , loc. cit.

Si L est semi-simple, Ry ,x(L) I'est aussi, et I'on a donc H'(K,L) = 0, vu
Phypothese (i’). Appliquant ceci au groupe PGL,, (n arbitraire) on en conclut
que le groupe de Brauer de K est nul, d’ou dim(k) < 1.

(4) dim(k) <1 = H!(k,R) = 0 lorsque R est résoluble. Le groupe R est ex-
tension d’un tore par un groupe unipotent. Comme la cohomologie de ce dernier
est nulle, on voit qu'on est ramené au cas ou R est un tore, cas qui est traité
dans {145], p. 170.

(5) (i) < (i). L’implication (i) = (i’) est triviale. Supposons (i’) vérifié.
D’apres (3) et (4), on a H!(k, R) = 0 lorsque R est résoluble, d’ol1 (i) en utilisant
la suite exacte des H!.
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{6) (i') © (ii"). On s'appuie sur le lemme général suivant:

Lemme 1. Soient A un groupe algébrigue, H un sous-groupe de A, et N le nor-
malisateur de H dans A. Soient ¢ un 1-cocycle de G(K/k) a valeurs dans A(k),
et soit z € H(k, A) la classe de cohomologie correspondante. Soit A le groupe
algébrique obtenu en tordant A au moyen de ¢ {A opérant sur lui-méme par
automorphismes intérieurs). Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(a) = appartient & l'image de H'(k,N) — H'(k, A),

(b) Le groupe ;A contient un sous-groupe H' défini sur k qui est conjugué
de H (sur la cloture algébrique k de k).

C’est une simple conséquence de la prop. 37 du Chap. I, appliquée & l'injection
de N dans A; il faut simplement remarquer que les points de A/N correspondent
bijectivement aux sous-groupes de A conjugués de H, et de méme pour (A/N).

Revenons 4 la démonstration de (i’) < (ii). Si (ii) est vraie, et si on applique
le lemme 1 & un sous-groupe de Borel B du groupe semi-simple L, on voit que
H'(k, B) — H*(k, L) est surjectif. Comme d’aprés (2) et (4), on a H(k, B) = 0,
il en résulte bien que H!(k, L) est nul. Inversement, supposons (i’) vérifiée, et soit
L un groupe semi-simple. On se rameéne tout de suite au cas ol le centre de L est
trivial (le centre étant défini comme sous-schéma en groupes, non nécessairement
lisse), ce que I'on exprime en disant que L est un groupe adjoint. D’apreés Cheval-
ley [42], cf. aussi [35], il existe une forme Ly de L qui est déployée, et L se déduit
de Ly par torsion au moyen d’une classe z € H'(k, Aut(L,)). Mais la structure
du groupe Aut(L4) a été déterminée par Chevalley; c’est le produit semi-direct
E - L4, o E est un groupe fini, isomorphe au groupe d’automorphismes du di-
agramme de Dynkin correspondant. Tenant compte de I’hypothése (i'), on voit
que H'(k,Aut(L,)) s’identifie & H!(k, E). Mais les éléments de E (identifié &
un sous-groupe de Aut(L,)) laissent stable un sous-groupe de Borel B de Ly; si
donc N désigne le normalisateur de B dans Aut(Ly), on voit que

HY(k,N) — H'(k,Aut(L,))

est surjectif. En appliquant le lemme 1, on en déduit que L contient un sous-
groupe de Borel défini sur k, cqfd.

Remarque.
Les groupes semi-simples possédant des sous-groupes de Borel définis sur k
sont dits quasi-déployés.

Théoréme 2. Lorsque k est de caractéristique zéro, les quatre propriétés du
théoréme 1 sont équivalentes aux deux suivantes:

(iii) Tout groupe algébrique semi-simple non réduit a 'élément neutre con-
tient un élément unipotent # 1.

(iv) Toute algébre de Lie semi-simple g # 0 contient un élément nilpo-
tent # 0.
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L’équivalence de (iii) et (iv) résulte de la théorie de Lie. L’implication
(ii") = (iii) est triviale. Pour démontrer I'implication en sens inverse on raisonne
par récurrence sur la dimension du groupe semi-simple L. On peut supposer
L # 0. Choisissons un sous-groupe parabolique minimal P de L défini sur k
(cf. Godement [55]), et soit R son radical. Le quotient P/R est semi-simple et ne
posseéde aucun élément unipotent # 1. Sa dimension est strictement inférieure a
celle de L du fait que L posséde au moins un élément unipotent # 1 (Godement,
loc. cit., th. 9). Vu ’hypothese de récurrence, on a donc P = R, ce qui signifie
que P est un sous-groupe de Borel de L.

2.3. Le théoréme de Steinberg

C’est la réciproque du th. 1:

Théoréme 1’ (“conjecture I" de [146]). Sik est parfait et dim(k) < 1, les pro-
priétés (i), ..., (ii') du th. 1 sont satisfaites.
En particulier, on a H(k, L) = 0 pour tout groupe linéaire conneze L.

Ce théoréme est dii & Steinberg [165]. Il avait été d’abord démontré dans les
cas particuliers suivants:

a) Lorsque k est un corps fini (Lang [96])

On a alors un résultat plus général: H!(k, L) = 0 pour tout groupe algébrique
connexe L (non nécessairement linéaire). La démonstration repose sur la surjec-
tivité de l’application z — z~! - F(z), ol F est 'endomorphisme de Frobenius
de L, cf. Lang, loc. cit.

b) Lorsque L est résoluble, ou semi-simple de type classique (le cas Dy trial-
itaire étant exclu), cf. {146]. La démonstration utilise I'exerc. 2 ci-aprés.

c) Lorsque k est un corps (Cy) de caractéristique 0 (Springer [162]).

Utilisant le théoréme 2, on voit qu’il suffit de montrer 'inexistence d’une
algebre de Lie semi-simple g, non réduite 4 0, dont tous les éléments sont semi-
simples; on peut évidemment supposer que la dimension n de g est minimale.
Soit 7 le rang de g. Si € g, le polynéme caractéristique det(T — ad(zx)) est
divisible par TT; soit f,(z) le coefficient de T™ dans ce polynome. Il est clair
que f, est une fonction polynomiale de degré n — r sur g. Comme k est (C,), il
s’ensuit qu’il existe z # 0 dans g tel que f,(z) = 0. Soit ¢ le centralisateur de x
dans g; comme z est semi-simple, le fait que f.(z) soit nul signifie que dim¢ > r;
comme T # 0, on a dim¢ < n. On sait (cf. Bourbaki, LIE I, § 6, n® 5) que ¢ est
produit d’une algebre abélienne par une algébre semi-simple. Vu 'hypothése de
récurrence, cette derniére est réduite 4 0; donc ¢ est commutative, d’ou I'inégalité
dim(c) < r, et 'on obtient une contradiction.

Démonstration du théoréme 1.
Elle repose sur le résultat suivant, qui se démontre par une construction explicite,
que V’on trouvera dans Steinberg [165]:
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Théoréme 2'. Soit L un groupe semi-simple simplement conneze (cf. n® 2.2) quasi-
déployé, et soit C une classe de conjugaison de L(k,) formée d’éléments semi-simples
réguliers. Si C est rationnelle sur k (i.e. stable par Paction de Gi), elle contient un
point rationnel sur k.

(Cet énoncé est vrai sur tout corps k: on n’a besoin, ni de I'hypothese dim(k) < 1,
ni de ’hypothése que k est parfait, cf. Borel-Springer [19], 11.8.6.)

Corollaire. Soit L un groupe semi-simple connexe quasi-déployé. Pour tout élément
x de H'(k,L) il existe un tore mazimal T de L tel que z appartienne & Uimage de
HY(k,T) - H'(k, L).

Indiquons comment le corollaire se déduit du th. 2’.

Vu Lang [96], on peut supposer que k est infini. Soit a = (a,) un cocycle de G\ dans
L(k,) représentant x. Le groupe L opére par automorphismes intérieurs sur lui-méme,
donc aussi sur son revétement universel L. On peut tordre L et L _par a; on obtient
des groupes oL et L. Soit z un élément semi-simple régulier de oL, rationnel sur k
(un tel élément existe du fait que k est infini). Soit C la classe de conjugaison de z
dans ,;L(k,) = L(ks ). 1l est clair que C est stable par Gx. Vu le th. 2’ il existe donc
z0 € C N L(k). Soit T I'unique tore maximal de L contenant zo, et soit T son image
dans L (qui est un tore maximal de L). Le centralisateur de 2o est T. Ceci montre que
L/T = L/T s’identifie & la classe de conjugaison C. Par construction, le tordu de L/T
par a contient un point rationnel (a savoir z). On en conclut que .(L/T) a un point
rationnel. D’aprés la prop. 37 du Chap. 1, cela montre que la classe de a appartient a
I'image de H'(k,T') dans H'(k, L), cqfd.

Revenons & la démonstration du th. 1. Supposons k parfait et dim{(k) < 1. On
a alors H'(k, A) = 0 pour tout A linéaire connexe commutatif, cf. démonstration du
th. 1. Vu le corollaire ci-dessus, on a donc H*(k, L) = 0 pour tout L semi-simple quasi-
déployé. Mais, si M est un groupe semi-simple quelconque, on peut I'écrire comme un
tordu M = ,L, ou L est quasi-déployé, et ol a est un cocycle dans le groupe adjoint
L*Y de L. Vu la nullité de H(k, L>%), démontrée ci-dessus, on a M ~ L, ce qui montre
que M est quasi-déployé. On a donc prouvé la propriété (ii') du th. 1, cqfd.

Remarques.

1) Lorsque k n'est pas supposé parfait, le th. 1’ reste valable, & condition de se
borner au cas ou L est réductif conneze (Borel-Springer, loc. cit.); il y a des contre-
exemples pour L unipotent, cf. n°® 2.1, exerc. 3.

2) Lorsque L est un groupe simple (ou presque simple) de type (Bn), (Cr) ou (G2},
on peut prouver la nullité de H*(k, L) sous une hypothése moins forte que dim(k) < 1;
il suffit que ’on ait:

cd2(Gr) < 1 si caract(k) # 2;

k parfait si caract(k) = 2.
Il y a des énoncés analogues pour les autres types (A,), ..., (Es), cf. [156], § 4.4.

Ezercices.

1) Donner un exemple de courbe elliptique E sur un corps parfait k telle que
H'(k,E) # 0 et dim(k) < 1.

(Le théoréme de Lang [96] ne s’étend donc pas & tous les corps de dimension < 1.)

2) Soit K/k une extension quadratique séparable, et soit L un groupe réductif
connexe sur k.

(a) Soit x € H'(K/k, L). Montrer qu'il existe un tore maximal T de L tel que z
appartienne 3 l'image de HY(K/k,T) dans H'(K [k, L).
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[On peut supposer k infini. Soit o I’élément non trivial de G(K/k). On peut
représenter = par un cocycle (a;) tel que a, soit un élément semi-simple régulier
de L(K), cf. [146], n°® 3.2. On a alors a,-0(a,) = 1, ce qui montre que le tore maximal
T contenant a, est défini sur k. Le tore T convient.)

(b) On suppose que k est parfait de caractéristique 2. Montrer que H'(K/k, L) = 0.
[Utiliser (a) pour se ramener au cas oi L est un tore. Remarquer que P'application
2 — 22 est alors une bijection de L(K) sur lui-méme.]

(c) Utiliser (a) et (b) pour justifier la Remarque 2) du texte.

3) Soit g une algeébre de Lie simple sur un corps & de caractéristique zéro. Soit n
(resp. r) la dimension (resp. le rang) de g. On sait (cf. Kostant, [89]) que 'ensemble
g des éléments nilpotents de g est ’ensemble des zéros communs & r polynémes ho-
mogenes [, ..., I, de degrés m,, ..., m, tels que

mi+-+my=(n+r)/2.

Utiliser ce résultat pour retrouver le fait que g, # 0 lorsque le corps k est (C,).

2.4. Points rationnels sur les espaces homogénes

Les résultats des n°® précédents portent sur le premier ensemble de cohomolo-
gie H!, c’est-a-dire sur les espaces principauz homogenes. Le théoréme ci-
dessous, dii & Springer, permet de passer de 1a aux espaces homogenes quel-
conques:

Théoréme 3. Supposons k parfait de dimension < 1. Soit A un groupe algébrique
et soit X un espace homogéne {d droite) sur A. Il existe alors un espace principal
homogéne P sur A et un A-homomorphismen: P — X.

(11 va sans dire que A, X, P, 7 sont supposés définis sur k.)

Avant de donner la démonstration, nous allons expliciter quelques conséquences
de ce théoréme (en supposant toujours k parfait de dimension < 1):

Corollaire 1. Si H!(k,A) = 0, tout espace homogéne X sur A a un point
rationnel.

En effet 'espace principal P est nécessairement trivial, donc posséde un point
rationnel p; 'image de p par 7 est un point rationnel de X.
Ce résultat est notamment applicable lorsque A est linéaire conneze, cf. th. 1'.

Corollaire 2. Soit f : A — A’ un homomorphisme surjectif de groupes
algébrigues. L'application correspondante:

Hl(k,A) — H(k, A")
est surjective.

Soit ' € H'(k,A'), et soit P’ un espace principal homogéne sur A’ corre-
spondant & z'. En faisant opérer A sur P’ au moyen de f, on munit P’ d’une
structure de A-espace homogéne. D’apres le théoréme 3, il existe un espace prin-
cipal homogéne P sur A admettant un A-homomorphisme 7 : P — P’. Soit
z € H(k, A) la classe de P. On vérifie immédiatement que I'image de z dans
H(k, A') est égale a z’, cqfd.
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Corollaire 3. Soit L un groupe algébrique linéaire défini sur k, et soit Ly sa
composante neutre. L’application canonique

H'(k,L) — H'(k, L/Lo)
est bijective.

Le corollaire 2 montre que cette application est surjective. D’autre part, soit
¢ un 1-cocycle de G(k/k) a valeurs dans L(k), et soit oLy le groupe obtenu en
tordant Lo au moyen de ¢ (cela a un sens car L opére sur Ly par automorphismes
intérieurs). Le groupe L étant linéaire connexe, on a H Yk, Lo) = 0, d’aprés
le th. 1’. Appliquant la suite exacte de cohomologie non abélienne (cf. Chap. I,
n° 5.5, cor. 2 & la prop. 39), on en déduit que H(k,L) — H'(k,L/Lo) est
injective, cqfd.

[La cohomologie des groupes linéaires est ainsi entiérement ramenée & celle
des groupes finis, pourvu bien sir que dim(k) < 1.]

Démonstration du théoréme 3

Choisissons un point x € X (k). Pour tout s € G(k/k), on a *z € X (k), et il
existe donc a, € A(k) tel que *z = x - a;. On voit facilement que I'on peut sup-
poser que (a;) dépend continiiment de s, autrement dit que c’est une 1-cochaine
du groupe G(k/k) & valeurs dans A(k). Si (as) était un cocycle, on pourrait
trouver un espace principal P sur A et un point p € P(k) tels que °p = p-a,; en
posant 7(p - a) = « - a on définirait alors un A-homomorphisme 7 : P — X qui
répondrait aux conditions voulues. On est donc ramené & démontrer la proposi-
tion suivante:

Proposition 7. Sous les hypothéses ci-dessus, on peut choisir la 1-cochaine (a,)
de telle sorte que ce soit un cocycle.

On va étudier des systémes {H, (a,)} formés d’_un sous-groupe algébrique H
de A (défini sur k) et d’une 1-cochaine (a,;) de G(k/k) a valeurs dans A(k), ces
deux données étant assujetties aux axiomes suivants:

(1) z-H =z (H est contenu dans le stabilisateur de )
(2) *z = z-a, pour tout s € G(k/k)
(3) Pour tout couple s,t € G(k/k), il existe hy, € H(k) tel que

as-*ar = hs,t'ast .
(4) as-*H-a7' = H pour tout s € G(k/k).
Lemme 2. Il existe au moins un systéme {H, (a,)}.

On prend pour H le stabilisateur de z, et pour (a,) n’importe quelle cochaine
vérifiant (2). Comme z-a,°a; = **z = x-a4, on en conclut qu'il existe h,; € H(k)
tel que as®a; = hsy-as, d’ou (3). La propriété (4) est immédiate.

On va maintenant choisir un systéme {H, (a;)} tel que H soit minimal. Tout
revient & prouver que H est alors réduit & I’élément neutre, car 1'axiome (3)
montrera alors que {e,) est un cocycle.
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Lemme 3. §i H est minimal, la composante neutre Hy de H est un groupe
résoluble.

Soit L le plus grand sous-groupe linéaire connexe de Hy. D’aprés un théoréme
de Chevalley, L est distingué dans Hp, et le quotient Hy/L est une variété
abélienne. Soit B un sous-groupe de Borel de L, et soit N son normalisateur
dans H. On va montrer que N = H; cela entrainera que B est distingué dans L,
donc égal & L, et Hy sera bien un groupe résoluble {extension d’une variété
abélienne par B).

Soit s € G(k/k). 1l est clair que °*B est un sous-groupe de Borel de °L,
lequel est le plus grand sous-groupe linéaire connexe de *Hg. On en conclut
que a,°Ba;?! est un sous-groupe de Borel de a,*La;?!, lequel coincide avec L
(puisque c’est le plus grand sous-groupe linéaire connexe de as*Hoa;! = Hp).
La conjugaison des sous-groupes de Borel montre donc qu'’il existe h; € L tel
que hsa,*Ba;'h;! = B; on peut évidemment s’arranger pour que h, dépende
continiiment de s. Posons alors a), = hsas. Le systéme {N,(a})} vérifie les az-
iomes (1), (2), (3), (4). En effet, c’est évident pour (1) et (2). Pour (3), définissons
k. par la formule:

rs 1 __ pto .t
asay = hg 0,

Un calcul immédiat montre que ’on a:
s -1 !
hs - Qg hta.‘9 . h,,t = hs,t . hsg .

Comme as*hia;! € a,*Ha;' = H, on déduit de cette formule que hj,
appartient & H. D’autre part, on a par construction a',"Ba;—1 = B. 1l en résulte
que les automorphismes intérieurs définis par aj, et a),*a} transforment tous deux
st B en B; 'automorphisme intérieur défini par leur quotient A{ , transforme donc
B en lui-méme, ce qui prouve bien que h), appartient 8 N et démontre (3).
Enfin, puisque 1'automorphisme intérieur défini par a transforme *B en B, il
transforme aussi N en N, ce qui démontre (4).

Comme H est minimal, on en déduit que N = H, ce qui démontre le lemme.

Lemme 4. Si H est minimal, H est résoluble.

Vu le lemme 3, il suffit de prouver que H/Hj est résoluble. Soit P un sous-
groupe de Sylow de H/H,, soit B son image réciproque dans H, et soit N
son normalisateur. Le raisonnement du lemme précédent s'applique encore a N
(la conjugaison des sous-groupes de Sylow remplagant celle des sous-groupes de
Borel), et I’on en conclut que N = H. Ainsi, tout sous-groupe de Sylow de H/Hy
est distingué; le groupe H/Hj est alors produit de ses sous-groupes de Sylow,
donc nilpotent, et a fortior: résoluble.

Lemme 5. Si dim(k) < 1, et si H est minimal, H est égal 6 son groupe des
commutateurs.

Soit H' le groupe des commutateurs de H. On va d’abord faire opérer G (k/k)
sur H/H'. Pour cela, si h € H et s € G(k/k), posons:
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*h =a,°ha;! .

L’axiome (4) montre que *h appartient & H; side plush € H ,ona*h € H'.
Par passage au quotient, on obtient ainsi un automorphisme y — *'y de H/H'.
En utilisant la formule (3), on voit que 'on a *'y = ¥(¥y), ce qui signifie que
H/H' est un G(k/k)-groupe.

Soit h,; I'image de h;; dans H/H'. C’est un 2-cocycle. Cela se voit sur
I'identité:

1,1,

S - t -1
Qg Gy Qg

s -1 s -1 st —1
Qo Oy Qg ™ " Qg Qg Qgpy, Aty Qo

s, s -1 _
a; ay a,t—l.

qui, par passage & H/H', donne:

—-1

S T T
h’s,t . ht,u . hs,tu -h

—1
st,u

=1.

Mais la structure des groupes algébriques commutatifs montre que H/H’(k)
possede une suite de composition dont les quotients sont, soit de torsion, soit
divisibles. Comme dim(k) < 1, on a donc H*(G(k/k), H/H'(k)) = 0, cf. Chap. I,
n° 3.1. Ainsi le cocycle (hs ) est un cobord. On en conclut qu'il existe une 1-
cochaine (h,) & valeurs dans H(k) telle que:

hop =hy' Ryt By, he , avec hi, € H'(K).
Ona _
sh;l = a,*hita; ! = heas*hy ta; Thy mod H'(K) .

Quitte a changer h’,, on peut donc écrire:
)
-1 —1_—1p—1_ p/
hst=h;" - hsas®hy “ag hy™ -hgy-hst .

En posant @, = hsa,, la formule précédente devient:

a,’ay = h;,ta;t .

Le systeme {H’, (a’)} vérifie donc les axiomes (1), (2), (3). L’axiome (4) se
vérifie sans difficultés. Comme H est minimal, on en conclut bien que H = H'.
Fin de la démonstration

Si {H, (as)} est un systéme minimal, les lemmes 4 et 5 montrent que H = {1},

donc que (a;) est un cocycle, ce qui démontre la prop. 7, et du méme coup le
théoreme 3.

Ezercices.

1) Avec les notations de la démonstration du lemme 5, montrer qu'il existe sur
H/H' une structure de k-groupe algébrique telle que la structure de G(k/k)-module
correspondante sur H/H'(k) soit celle définie dans le texte.

2) Montrer que le théoréme 3 reste valable lorsqu’on remplace I’hypothése
dim(k) <1

par la suivante:
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Le stabilisateur d’un point de X est un groupe linéaire unipotent. [On utilisera le
fait que HZ(k, H) = 0 pour tout groupe commutatif unipotent H .|

3) On suppose que dim(k) < 1 et que la caractéristique p est # 2. Soit f une forme
quadratique non dégénérée en n variables (n > 2). Montrer en utilisant le th. 3 que,
pour toute constante ¢ # 0, I’équation f(x) = ¢ a une solution dans k. [Observer que le
schéma des solutions de cette équation est un espace homogéne du groupe SO(f), lequel
est connexe.] Retrouver ce résultat par une démonstration directe, utilisant uniquement
Phypothése cd2{Gi) < 1.
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3.1. La conjecture II

Soient L un groupe semi-simple et T un tore maximal de L. Le groupe X(T)
des caractéres de T est un sous-groupe d’indice fini du groupe des poids du
systéme de racines correspondant. Si ces deux groupes sont égaux, on dit que L
est simplement conneze (cf. par exemple [125], 2.1.13).

Conjecture IL. Soit k un corps parfait tel que cd(Gy) < 2, et soit L un groupe
semi-simple simplement conneze. On a H(k,L) = 0.

Cette conjecture a été démontrée dans de nombreux cas particuliers:

a) Lorsque k est un corps p-adique: Kneser [86].

b) Plus généralement, lorsque k est un corps complet pour une valuation discréte
dont le corps résiduel est parfait de dimension < 1: Bruhat-Tits [22] et [23], IIL

¢) Lorsque k est un corps de nombres totalement imaginaire (pour L de type clas-
sique: Kneser [87]; pour L de type D, trialitaire, G2, Fi, Es, E7: Harder [67]; pour L
de type Es: Chernousov [30]).

d) Lorsque L est de type A, intérieur (Merkurjev-Suslin, cf. n° 3.2).

e) Plus généralement, lorsque L est de type classique (D4 trialitaire excepté): Bayer-
Parimala [10].

f) Lorsque L est de type G2 ou Fy (voir par exemple [156]).

Remarques.

1) Dans I'énoncé de la conjecture II, on devrait pouvoir remplacer ’hypothése “k est
parfait” par “[k : k?] < p”, si k est de caractéristique p > 0 (une hypothése encore plus
faible devrait méme suffire, cf. [156]).

Par exemple, la conjecture devrait s’appliquer a tout corps k qui est une extension
transcendante de degré 1 d’un corps parfait ko de dimension < 1 (c’est vrai si ko est
fini, d’aprés Harder {67], III).

2) Tout groupe semi-simple Lo peut s’écrire de fagon unique sous la forme
Lo = L/C, ou L est simplement connexe, et C est un sous-groupe fini du centre
de L. Si ’on suppose que C est lisse, on peut 'identifier & un Gix-module galoisien,
d’olt un opérateur cobord (cf. Chap. I, n® 5.7)

A: H'(k,Lo) — H*(k,C) .

Si la conjecture II s’applique & k, cet opérateur est injectif (Chap. I, cor. & la prop. 44);
cela permet d’identifier H'(k, Lo) & un sous-ensemble du groupe H2(k,C) (noter que
ce sous-ensemble n'est pas toujours un sous-groupe, cf. n® 3.2, exercice).
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3.2. Exemples
a) Le groupe SLp

Soit D une algébre centrale simple sur k, de rang fini; on a [D : k] = n2, ot n est
un entier > 1 (parfois appelé le degré de D). Soit G,,/p le k-groupe algébrique
tel que G,/ p (k') = (k'®x D)* pour toute extension &’ de k; c’est une k-forme du
groupe GL,. On a G,,/p(k) = D*. La norme réduite Nrd définit un morphisme
surjectif

Nrd : Gpyp — Gm -

Soit SLp le noyau de Nrd. C’est une k-forme {dite “intérieure”) du groupe SLy,,
cf. n° 1.4; c’est donc un groupe semi-simple simplement connexe. Sa cohomologie
se détermine au moyen de la suite exacte:

H%k,Gpyp) — H(k,Gp) — H'(k,SLp) — H'(k,Gm/p) .

Les deux groupes de gauche sont respectivement égaux & D* et a k*. On
montre sans difficulté (par le méme argument que pour GL,) que l'on a
H'(k,Gp,/p) = 0. On déduit de 1a une bijection

k*/Nrd(D*) ~ H'(k,SLp) .

En particulier, H*(k,SLp) est réduit ¢ O si et seulement si Nrd : D* — k* est
surjectif.

C'est le cas, d’aprés Merkurjev-Suslin (cf. Chap. II, n® 4.5, th. MS) si k est parfait
et cd(Gi) < 2 (I'énoncé dans le th. MS suppose que D est un corps gauche - le cas
général se raméne facilement & celui-1a). La conjecture II est donc vraie pour SLp.

Remarque.
Le th. MS fournit en outre une réciproque de la conjecture II: si k est un corps tel
que H'(k,L) = 0 pour tout L semi-simple simplement connexe, on a cd(Gx) < 2.

b) Le groupe Spin,,

On suppose la caractéristique de k différente de 2.

Soit q une forme quadratique non dégénérée de rang n, et soit SOy le groupe
orthogonal unimodulaire correspondant. C’est un groupe semi-simple connexe
(si n > 3, ce qu’on supposera). Son revétement universel est le groupe Spin,
des spineurs. On a une suite exacte:

1 — ps — Spin, — SO, — 1, avec pp = {+1}.
D’aprés le n® 5.7 du Chap. I, on en déduit la suite exacte de cohomologie:

Spin, (k) — SOq(k) ~> k*/k** — H'(k,Spin,) — H'(k,S0,)
A
e Bl’z(k) y
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puisque H'(k,u3) = k*/k*? et H?(k,p3) = Bra(k), cf. Chap. II, n° 1.2.
L’homomorphisme
6:80,(k) — k*/k*?

est la norme spinorielle (Bourbaki A IX.§ 9). Quant & 'application
A: HY(k,SO,) — Brz(k) ,

elle est liée & !invariant de Hasse- Witt wo par la formule suivante:

si z € H'(k,SO,) et si g, désigne la forme quadratique déduite de g par
torsion au moyen de z, on a A(x) = wy(g,) — wa(g), cf. Springer [60], ainsi que
Annexe, § 2.2.

Noter que H'(k,SO,) peut étre identifié & ’ensemble des classes de formes
quadratiques de rang n qui ont méme discriminant (dans k*/k*?) que ¢. Compte
tenu de la suite exacte de cohomologie ci-dessus, on en déduit:

Pour que H(k, Spin,) soit réduit 4 0, il faut et i suffit que les deuz condi-
tions suivantes soient satisfaites:

(i) La norme spinorielle § : SO4(k) — k*/k*? est surjective.

(ii) Toute forme quadratique de rang n, qui a le méme discriminant et le
méme invariant de Hasse-Witt que q, est isomorphe d g.

D’aprés Merkurjev-Suslin, ces conditions sont satisfaites si cd2(Gk) < 2 (cf. Bayer-
Parimala {10] ~ voir aussi I’exerc. 1 du Chap. II, n® 4.5). La conjecture II est donc vraie
pour Spin,.

Exzercice.

On prend n = 3, et I’on choisit pour g la forme standard X2 - Y Z.

(8) Montrer que 'image de A : H'(k,S0,) — Brz(k) est formée des éléments
décomposables de Bra{k) = H 2(ls:, Z/2Z), i.e. de ceux qui sont cup-produits de deux
éléments de H'(k,Z/2Z).

(b) En déduire, en utilisant Merkurjev {108], qu’il existe un corps k de car-
actéristique 0, avec cd(Gx) = 2, tel que l'image de A ne soit pas un sous-groupe
de Bra(k).
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4.1. La condition (F)

Proposition 8. Soit G un groupe profini. Les trois conditions suivantes sont
équivalentes:

a) Pour tout entier n, le groupe G n’a qu’un nombre fini de sous-groupes
ouverts d’indice n.

a’) Méme énoncé que a), en se bornant auz sous-groupes ouverts distingués.

b) Pour tout G-groupe fini A (cf. Chap. I, n° 5.1), l’ensemble H'(G, A) est
fini.

Si H est un sous-groupe ouvert de G d’indice n, P'intersection H' des con-
jugués de H est un sous-groupe ouvert distingué de G d’indice < n! (en effet
le quotient G/H' est isomorphe & un sous-groupe du groupe des permutations
de G/H). On déduit facilement de la Péquivalence de a) et a’).

Montrons que a) = b). Soit n 'ordre du G-groupe fini A, et soit H un sous-
groupe ouvert distingué de G opérant trivialement sur A. Vu a), les sous-groupes
ouverts de H d’indice < n sont en nombre fini. Leur intersection H’ est un sous-
groupe ouvert distingué de G. Tout homomorphisme continu f : H — A est
trivial sur H’. On en conclut que le composé

HY(G,A) — HY(H,A) — H'(H', A)

est trivial. Cela entraine (cf. la suite exacte du Chap. I, n°® 5.8) que H'(G, A)
s'identifie & H!(G/H', A), lequel est évidemment fini.

Montrons que b) = a). Il faut voir que, pour tout entier n, le groupe G ne
possede qu’un nombre fini d’homomorphismes dans le groupe symétrique S, de
n lettres. Cela résulte immédiatement de la finitude de H(G, S,,), le groupe G
opérant trivialement sur Sy,.

Tout groupe profini G vérifiant les conditions de la prop. 8 sera dit “de
type (F)”.

Proposition 9. Tout groupe profini G qui peut étre topologiquement engendré
par un nombre fini d’éléments est de type (F).

En effet, il est clair que les homomorphismes de G dans un groupe fini
donné sont en nombre fini (puisqu’ils sont déterminés par leurs valeurs sur les
générateurs topologiques de G).
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Corollaire. Pour qu’un pro-p-groupe soit de type (F), il faut et il suffit qu’il
soit de rang fini.

Cela résulte des deux propositions précédentes, combinées avec la prop. 25
du Chap. L.

Egzercices.

1) Soit G un groupe profini de type (F), et soit f : G = G un homomorphisme
surjectif de G sur lui-méme. Montrer que f est un isomorphisme. {Soit X, I’ensemble
des sous-groupes ouverts de G d'indice donné n. Si H € X, on a f™'(H) € Xn, et f
définit ainsi une injection f, : Xn — X,. Comme X, est fini, f, est bijective. On en
conclut que le noyau N de f est contenu dans tous les sous-groupes ouverts de G, et il
est donc réduit a {1}.]

2) Soit I" un groupe discret et soit Tle groupe profini associé (Chap. I, n® 1.1). On
suppose: R

(a) L’application canonique I' — I' est injective.

(b) I est de type (F).

Prouver que I" est Hopfien, i.e. que tout endomorphisme surjectif de I' est un
isomorphisme [appliquer l'exerc. 1 & I').

Montrer que tout sous-groupe de type fini de GL,(C) satisfait & (a) et (b). (Ceci
s’applique en particulier aux groupes arithmétiques.)

3) Soit (N;), p = 2,3,5,... une famille non bornée d’entiers > 0, indexée par les
nombres premiers. Soit G, la puissance Np-ieme du groupe Z, et soit G le produit
des Gp. Montrer que G est de type (F), bien qu'il ne puisse pas étre topologiquement
engendré par un nombre fini d’éléments.

4.2. Corps de type (F)

Soit k un corps. Nous dirons que k est de type (F) si k est parfait et si le groupe de
Galois G(k/k) est de type (F) au sens précédent. Cette derniére condition revient
3 dire que, pour tout entier n, il n’existe qu'un nombre fini de sous-extensions
de k (resp. de sous-extensions galoisiennes) qui soient de degré n sur k.

Exemples de corps de type (F).

a) Le corps R des nombres réels.

b) Un corps fini. [En effet, un tel corps admet une seule extension de degré
donné — d’ailleurs son groupe de Galois est Z et peut donc étre topologiquement
engendré par un seul élément.]

¢) Le corps C((T)) des séries formelles en une variable sur un corps
algébriquement clos C de caractéristique zéro. [Méme argument que dans le
cas précédent, en remarquant que les seules extensions finies de C((T')) sont les
corps C((T*/™)), d’aprés le théoréme de Puiseux (cf. [145], p. 76).]

d) Un corps p-adique (autrement dit une extension finie de Q,). C'est la un
résultat bien connu. On peut par exemple le démontrer de la maniére suivante;
toute extension finie de k s’obtient en faisant d’abord une extension non ramifiée,
puis une extension totalement ramifiée. Comme il n’y a qu’une seule extension
non ramifiée d’un degré donné, on est ramené au cas totalement ramifié. Or
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une telle extension est donnée par une “équation d’Eisenstein” T™ + a; T~ ! +
-+ a, = 0, ol les a; appartiennent & I'idéal maximal de I’anneau des entiers
de k, et ol a, est une uniformisante. L’ensemble de ces équations forme un
espace compact pour la topologie de la convergence des coefficients; d’autre part,
on sait que deux équations voisines définissent des extensions isomorphes (c’est
une conséquence du “lemme de Krasner”, cf. par exemple [145], p. 40, exercices 1

et 2). D’ou la finitude cherchée.

[On a en fait des résultats beaucoup plus précis:

i) Krasner [91] a calculé explicitement le nombre des extensions de degré n d’un
corps p-adique k.

Le résultat s’énonce (et se démontre) plus simplement si I'on “compte” chaque
extension avec un certain poids, cf. [152]. De fagon plus précise, si k' est une extension
totalement ramifiée de degré n de k, I'exposant du discriminant de k’/k peut s’écrire
sous la forme n — 1 + c(k’), ol c(k’) est un entier > O (composante “sauvage”). Si l'on
définit le poids w(k') de k' par la formule

w(lc') - q~c(k') ,

ol g est le nombre d’éléments du corps résiduel, on a la formule de masse suivante

(cf. [152], th. 1):
Z wk'y=n,
]
ou k' parcourt I’ensemble des extensions totalement ramifiées de k, de degré n, conte-

nues dans k. _

ii) Iwasawa [76] a montré que le groupe G(k/k) peut étre topologiquement engendré
par un nombre fini d’éléments (le résultat n’est pas mentionné explicitement, mais c’est
une conséquence facile du th. 3, p. 468).]

FEzxercice.

Soit k un corps parfait. On suppose que, pour tout entier n > 1 et toute extension
finie K de k, le quotient K*/K*" est fini. Montrer que k ne posséde qu’un nombre fini
Jd’extensions galoisiennes résolubles de degré donné premier a la caractéristique de k.
Application au cas p-adique?

4.3. Finitude de la cohomologie des groupes linéaires

Théoréme 4. Soit k un corps de type (F), et soit L un groupe algébrique linéaire
défini sur k. L’ensemble H'(k, L) est fini.

On procede par étapes:
(i) Le groupe L est fini (i.e. de dimension zéro).

L’ensemble L(k) des points de L rationnels sur k est alors un G(k/k)-groupe
fini, et on peut lui appliquer la prop. 8. Dol la finitude de

H(k,L) = H(G(k/k), L(k)) .

(ii) Le groupe L est résoluble conneze.

En appliquant le cor. 3 de la prop. 39 du Chap. I, on se raméne au cas ou L
est unipotent et au cas o1 L est un tore. Dans le premier cas, on a H*(k, L) =0,
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cf. prop. 6. Supposons donc que L soit un tore. Il existe alors une extension
galoisienne finie k'/k telle que L soit k'-isomorphe & un produit de groupes
multiplicatifs G,,. Comme H*!(k’, G,,) est nul, on en conclut que H*(k’, L) = 0,
donc que H'(k, L) s’identifie & H'(k'/k, L). En particulier, si n = [k’ : k], on a
nz = 0 pour tout z € H!(k, L). Considérons alors la suite exacte:

0—L,—L>2L—0,

et la suite exacte de cohomologie qui lui est associée. On voit que H!(k, Ly,)
s'applique sur le noyau de H(k,L) 5 H(k, L), c’est-a-dire sur H'(k, L) tout
entier. Comme L, est fini, le cas (i) montre que H*(k, L,,) est fini, et il est de
méme de H'(k, L).

(iii) Cas général.

On utilise le résultat suivant, dii a Springer:

Lemme 6. Soit C un sous-groupe de Cartan d’un groupe linéaire L, et soit N
le normalisateur de C dans L. L’application canonique H'(k,N) — H'(k,L)
est surjective.

(Ce résultat est valable sur tout corps parfait k.)

Soit x € H(k,L), et soit ¢ un cocycle représentant z. Soit .L le groupe
obtenu en tordant L au moyen de ¢. D’aprés un théoréme de Rosenlicht ({130,
voir aussi [16], th. 18.2), le groupe L posséde un sous-groupe de Cartan C’ défini
sur k; lorsqu’on étend le corps de base 3 k, les groupes C et C’ sont conjugués.
D’aprés le lemme 1 du n® 2.2 il s’ensuit que z appartient 3 Pimage de H!(k, N)
dans H!(k, L), ce qui démontre le lemme.

Revenons maintenant & la démonstration du théoréme 4. Soit C un sous-
groupe de Cartan de L, défini sur k, et soit N son normalisateur. D’aprés le
lemme précédent, il suffit de prouver que H!(k, N) est fini. Or le quotient N/C
est fini; d’aprés (i), H'(k, N/C) est fini. D’autre part, pour tout cocycle ¢
valeurs dans N, le groupe tordu .C est résoluble connexe, et H!(k, .C) est fini
d’apres (ii). Appliquant alors le cor. 3 de la prop. 39 du Chap. I, on en déduit
bien que H!(k, N) est fini, cqfd.

Corollaire. Soit k un corps de type (F).

a) Les k-formes d’un groupe semi-simple défini sur k sont en nombre fini
(3 isomorphisme pres).

b) Il en est de méme des k-formes d’un couple (V,z), o V est un espace
vectoriel et x un tenseur (cf. n° 1.1).

Cela résulte du fait que, dans les deux cas, le groupe d’automorphismes de
la structure étudiée est un groupe algébrique linéaire.

Remargques.
1) Si k est un corps de caractéristique zéro et de type (F), on peut montrer
que les k-formes de tout groupe algébrique linéaire sont en nombre fini; il faut
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pour cela étendre le théoréme 4 a certains groupes non algébriques, ceux qui sont
extensions d’un groupe discret “de type arithmétique” par un groupe linéaire;
pour plus de détails, cf. Borel-Serre (18], § 6.

2) Soit ko un corps fini, et soit k = ko((T)). Le théoréme 4 ne s’applique pas
4 k (ne serait-ce que parce que k n’est pas parfait — on peut d’ailleurs montrer
que H(k,Z/pZ) est infini, si p est la caractéristique de k). Toutefois, on peut
prouver que H'(k, L) est fini lorsque L est réductif conneze.

[Principe de la démonstration (d’apreés J. Tits): Soit k = ko((t)). On a dim(k) < 1.
D’aprés Borel-Springer ([19], n® 8.6), cela entraine HI(E, L) =0, cf. n° 23. On a
donc H'(k, L) = Hl(z/k, L). Or la théorie de Bruhat-Tits ([23), Chap. 111, n° 3.12)
montre que A’ (E/ k, L) se plonge dans une réunion finie d’ensembles de cohomologie du
type H'(ko, L;), ot les L; sont des groupes algébriques linéaires (non nécessairement
connexes) sur le corps résiduel ko. D’apres le th. 4, appliqué & ko, chacun des H'(ko, L;)
est fini. Il en est donc de méme de H'(k/k, L), cqfd.]

4.4. Finitude d’orbites

Théoréme 5. Soit k un corps de type (F), soit G un groupe algébrique défini
sur k, et soit V un espace homogéne de G. Le quotient de V (k) par la relation
d’équivalence définie par G(k) est fini.

L’espace V est réunion d’un nombre fini d’orbites de la composante neutre
de G; cela permet de se ramener au cas 01 G est conneze. Si V (k) = 0, iln’y a rien
3 démontrer. Sinon, soit v € V (k) et soit H le stabilisateur de v. L’application
canonique G/H — V définit une bijection de (G/H)(k) sur V (k). D’apres le
cor. 1 de la prop. 36 du Chap. I, le quotient de (G/H)(k) par G(k) s'identifie
au noyau de 'application canonique o : H'(k, H) — H!(k,G). 1l suffit donc de
prouver que cette application est propre, i.e. que o~ ! transforme un ensemble
fini en un ensemble fini.

Soit L le plus grand sous-groupe linéaire connexe de G, soit M = LN H, et
soient A = G/L, B = H/M. D’aprés un théoreme de Chevalley, A est une variété
abélienne, et B s’envoie injectivement dans A. On a un diagramme commutatif:

H'(k,H) = HY(k,G)
¥ l l 8
HY(k,B) -2 H(k, A)

Comme M est linéaire, le théoréme 4 (combiné a la prop. 39 du Chap. I) montre
que 7y est propre. D’autre part, d’aprés le théoréme de “compléte réductibilité”
des variétés abéliennes, il existe une variété abélienne B’ de méme dimension
que B et un homomorphisme A — B’ tels que le compos¢é B —» A — B’
soit surjectif; de plus, B’ e¢ A — B’ peuvent étre définis sur k. Comme le
noyau de B — B’ est fini, 'argument utilisé ci-dessus montre que le composé
H'(k,B) — H'(k, A) — H(k, B') est propre. Il s’ensuit que § est propre, donc
aussi § oy = B o, d’ol la propreté de a, cqfd.
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Corollaire 1. Soit k un corps de type {F), et soit G un groupe algébrique
linéaire défini sur k. Les tores mazimauz (resp. les sous-groupes de Cartan)
de G définis sur k forment un nombre fini de classes (pour la conjugaison par
les éléments de G(k)).

Soit T un tore maximal (resp. un sous-groupe de Cartan) de G défini sur k
(s’il n'y en a pas, il n’y a rien & démontrer); soit H son normalisateur dans G.
Comme tous les tores maximaux (resp. ...) sont conjugués sur k, ils correspon-
dent bijectivement aux points de 'espace homogéne G/H; ceux qui sont définis
sur k correspondent aux points de G/H rationnels sur k; d’apres le théoréme 5,
ils se répartissent en un nombre fini de classes modulo G(k), d’ol le résultat
cherché.

Corollaire 2. Soit k un corps de caractéristique zéro de type (F), et soit G un
groupe semi-simple défini sur k. Les éléments unipotents de G(k) forment un
nombre fini de classes (pour la conjugaison par les éléments de G(k)).

Méme démonstration que le cor. 1, en utilisant le fait (démontré par Kos-
tant [89]) que les éléments unipotents de G(k) se répartissent en un nombre fini
de classes.

Exzercices.

On désigne par k un corps de type (F).

1) Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes algébriques. On suppose
que le noyau de f est un groupe linéaire. Montrer que P’application correspondante
HY(k,G) — H'(k,G") est propre.

2) Soit G un groupe algébrique, et soit K une extension finie de k. Montrer
que 'application H'(k,G) — H'(K,Q) est propre. [Appliquer l'exercice 1 au groupe
G’ = Ry x(G) ]

4.5. Le cas réel

Les résultats des n® précédents s’appliquent bien entendu au corps R. Certains
peuvent d’ailleurs s’obtenir de fe gon plus simple par des arguments topologiques.
Ainsi par exemple le théoréme 5 résulte du fait (démontré par Whitney) que
toute variété algébrique réelle n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

Nous allons voir que, pour certains groupes, on peut aller plus loin et déter-
miner explicitement H!.

Partons d’un groupe de Lie compact K. Soit R 1’algébre des fonctions conti-
nues sur K qui sont combinaisons linéaires de coefficients de représentations
matricielles (complexes) de K. Si Ry désigne la sous-algébre des fonctions réelles
de R,on a R = Ry®gr C. On sait (cf. par exemple Chevalley, [32], Chap. VI) que
Ry est I'algebre affine d’'un R-groupe algébrique L. Le groupe L(R) des points
réels de L s’identifie & K; le groupe L(C) est appelé le complezifié de K. Le
groupe de Galois g = G(C/R) opére sur L(C).
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Théoréme 6. L’application canonique € : H'(g, K) — H'(g,L(C)) est bijec-
tive.

(Comme g opére trivialement sur K, H'(g, K) est I’ensemble des classes
dans K, modulo conjugaison, des éléments z tels que z? = 1.)

Le groupe g opere sur l'algebre de Lie de L(C); les éléments invariants
forment l'algebre de Lie € de K, et les éléments anti-invariants forment un
supplémentaire p de . L'exponentielle définit un isomorphisme analytique réel
de p sur une sous-variété fermée P de L(C); il est clair que t Pz~! = P pour
tout z € K; de plus (Chevalley, loc. cit.) tout élément z € L(C) s'écrit de
maniére unique sous la forme z = zp, avec x € K et p € P.

Ces résultats étant rappelés, montrons que ¢ est surjectif. Un 1-cocycle de
g dans L(C) s’identifie & un élément z € L(C) tel que 2Z = 1. Si 'on écrit 2z
sous la forme xp, avec z € K et p € P, on trouve zprp™! = 1 (car p = p~}),
d’ou p = 22z~ 'pz. Mais £~ !pz appartient & P, et I'unicité de la décomposition
L(C) = K - P montre que 22 = 1 et z~1px = p. Si P, est la partie de P formée
des éléments commutant & x, on voit facilement que P, est I’exponentielle d’un
sous-espace vectoriel de p. On en conclut que I'on peut écrire p sous la forme
p = ¢, avec ¢ € P;. On en tire z = gzq et comme § = ¢!, on voit que le
cocycle z est cohomologue au cocycle z, qui est a valeurs dans K.

Montrons maintenant que H(g, K) — H1(g, L(C)) est injectif. Soient z € K
et ' € K deux éléments tels que 22 = 1, z’° = 1, et supposons qu'ils soient
cohomologues dans L(C), c’est-a-dire qu’il existe z € L(C) tel que =’ = 2z~ 'z7.
Ecrivons z sous la forme z = yp, avecy € K et p€ P. On a:

o =plylzyp !, dob 2z pr’ =y lzy-pl.
Appliquant & nouveau 'unicité de la décomposition L(C) = K - P, on en tire
z' = y~lzy, ce qui signifie que = et z’ sont conjugués dans K, et achéve la

démonstration.

Ezemples.

(a) Supposons que K soit conneze, et soit T' I'un de ses tores maximaux. Soit
T, Vensemble des t € T tels que t*> = 1. On sait que tout élément z € K tel
que 2 = 1 est conjugué d’un élément t € Ty; de plus, deux éléments ¢, t' de
T, sont conjugués dans K si et seulement si ils sont transformés 'un de 'autre
par un élément du groupe de Weyl W de K. Il résulte donc du théoréme 6 que
HYR, L) = H'(g, L(C)) s’identifie & l’ensemble quotient To/W.

(b) Prenons pour K le groupe des automorphismes d’un groupe compact
semi-simple connexe S. Soit A (resp. L) le groupe algébrique associé a K
(resp. & S). On sait que A est le groupe des automorphismes de L. Les éléments de
H'(R, A) correspondent donc aux formes réelles du groupe L, et le théoréme 6
redonne la classification de ces formes au moyen des classes d’ “involutions” de S
(résultat di a Elie Cartan).
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4.6. Corps de nombres algébriques (théoréme de Borel)

Soit k£ un corps de nombres algébriques. Il est clair que k n’est pas de type (F).
On a toutefois le théoréme de finitude suivant:

Théoréme 7. Soit L un groupe algébrique linéaire défini sur k, et soit S un
ensemble fini de places de k. L’application canonique

ws : H'(k, L) — [] H*(k,, L)
vgS

est propre.

Puisque les Hl(k,,L) sont finis (cf. théoréme 4), on peut modifier S &
volonté, et en particulier supposer que S = @ (auquel cas on écrit w au lieu
de wgs). De plus, quitte & tordre L, on est ramené & montrer que le noyau de w
est fini; en d’autres termes:

Théoréme 7'. Les éléments de H'(k, L) qui sont nuls localement sont en nom-
bre fini.

Sous cette forme, le théoréme a été démontré par Borel lorsque L est
réductif connexe ([14], p. 25). Le cas d'un groupe linéaire connexe se rameéne
immédiatement au précédent. Il est moins facile de se débarrasser de '’hypotheése
de connexion, je renvoie pour cela 3 Borel-Serre (18], § 7.

4.7. Un contre-exemple au “principe de Hasse”

Conservons les notations du n°® 4.6. Il existe des exemples importants olt
’application
w: H'(k, L) — [[H' (ks L)
v

est injective; c’est notamment le cas lorsque L est un groupe projectif ou un
groupe orthogonal. On peut se demander si ce “principe de Hasse” s’étend a
tous les groupes semi-simples. Nous allons voir qu'il n’en est rien.

Lemme 7. Il existe un G(k/k)-module fini A tel que Uapplication canonique de
H'(k, A) dans [], H'(kv, A) ne soit pas injective.

On commence par choisir une extension galoisienne finie K/k dont le groupe
de Galois G jouisse de la propriété suivante:

Le ppcm des ordres des groupes de décomposition des places v de k est stricte-
ment inférieur & Uordre n de G.

[Exemple: k = Q, K = Q(v13,v/17); le groupe G est de type (2,2) et ses
sous-groupes de décomposition sont cycliques d’ordre 2 ou réduits a I'élément
neutre. Des exemples analogues existent sur tout corps de nombres.]

Soit E = Z/nZ[G) Valgebre du groupe G sur 'anneau Z/nZ, et soit A le
noyau de ’homomorphisme d’augmentation £ — Z/nZ. Comme la cohomologie
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de E est triviale, la suite exacte de cohomologie montre que HY(G, A) = Z/nZ.
Soit z un générateur de H(G, A), soit ¢ le ppcm des ordres des groupes de
décomposition Gy, et soit y = gz. On a évidemment y # 0; d’autre part, puisque
tout élément de H!(G, A) est annulé par ¢, 'image de y dans les H YGy, A) est
nulle. Comme H!(G, A) s’identifie 2 un sous-groupe de H'(k, A), on a bien
construit un élément non nul y € H'(k, A) dont toutes les images locales sont
nulles.

Lemme 8. Il existe un G(k/k)-module fini B tel que l’application canonique de
H?*(k, B) dans [], H?(ky, B) ne soit pas injective.

C’est nettement moins trivial. On peut procéder de deux fagons:
(1) On commence par construire un G(k/k)-module fini A vérifiant la con-
dition du lemme 7. On pose ensuite

B = A’ = Hom(A4,k") .

D’aprés le théoréme de dualité de Tate (Chap. II, n° 6.3, th. A), les noyaux des
applications

H'(k,A) — [J #'(k0, 4) et H*(k,B) — [ #*(k0, B)

sont en dualité. Comme le premier est non nul, il en est de méme du second.
(2) Construction explicite: On prend pour B une extension:

0— p, —B—>Z/nZ —0

ol ., désigne le groupe des racines n-iemes de I'unité. On choisit B de telle sorte
que, du point de vue de sa seule structure de groupe abélien, ce soit la somme
directe Z/nZ @ yin; sa structure de G(k/k)-module est alors déterminée par un
élément y du groupe

H(k, Hom(Z /nZ, p)) = H'(k, pn) = k" /K™ .

Comme élément de H?%(k, B), on va prendre I'image canonique T d’un élément
z € H%(k,py); un tel élément s’identifie & un élément d’ordre divisant n du
groupe de Brauer Br(k), et comme tel il est équivalent & la donnée d’invariants lo-
cauz T, € (1Z)/Z vérifiant les conditions habituelles (}_ z, = 0, 2z, = 0si v est
une place réelle, et x,, = 0 si v est une place complexe). On veut s’arranger pour
que T ne soit pas nul, mais soit nul localement. La premiére condition revient
4 dire que = n’appartient pas & I'image de d : H'(k,Z/nZ) — H?(k, u,). Cette
application n’est pas difficile & expliciter; tout d’abord le groupe H'(k,Z/nZ)
n'est autre que le groupe des homomorphismes x : G(k/k) — (1Z)/Z; d’aprés
la théorie du corps de classes, x s’identifie & un homomorphisme du groupe des
classes d'ideles de k dans (2Z)/Z; on notera (x») les composantes locales de x.
On vérifie alors sans difficultés que le cobord dx de x est 1'élément de H?(k, u1,,)
dont les composantes locales (dx), sont égales & x,(y). La premiére condition
portant sur x est donc la suivante:
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(a) Il n'existe pas de caractére x € H'(k,Z/nZ) tel que T, = xu(y) pour
tout v.

En exprimant que T s’annule localement, on obtient de méme:

(b) Pour tout place v, il eziste p, € H'(ky, Z/nZ) tel que T, = py(y).

Exemple numérique: k = Q,y = 14,n = 8,2z, = Opourv # 2,17et x2 = —z17 = %.
11 faut vérifier les conditions (a) et (b):

Vérification de (a) — Supposer que l'on ait un caractére global x tel que x,(14) = z,.
On va examiner la somme ) x.(16) (qui devrait étre nulle, puisque x s’annule sur les
ideéle principaux). Il est bien connu que 16 est une puissance 8-iéme dans les corps
locaux Qp, p # 2 (cf. Artin-Tate, [6], p. 96); on a donc x.(16) = 0 pour v # 2.

D’autre part, on a 14 = 16 mod Q3® [cela revient & voir que 7 € Q38 ce qui
résulte du fait que —7 est un carré 2-adique]. On en déduit x2(16) = 4x2(14) = 3, et
la somme des x,(16) n’est pas nulle. C’est la contradiction cherchée.

Vérification de (b) — Pour v # 2, 17, on prend ¢, = 0. Pour v = 2, on prend le
caractére de Q3 défini par la formule p2(a) = w(a)/8, ol w(a) désigne la valuation
de a; on a bien ¢2(y) = p2(14) = -;—. Pour v = 17, on remarque que le groupe multi-
plicatif (Z/17Z)" est cyclique d’ordre 16, et admet pour générateur y = 14 [il suffit de
vérifier que 142 = —1 mod 17, or 2° = 1 mod 17, et 7% = (—2)* = —1 mod 17]. Il existe
donc un caractére 17 du groupe des unités 17-adiques qui est d’ordre 8 et prend la
valeur -—% sur y; on le prolonge n’importe comment en un caractére d’ordre 8 de Qj35,
et cela achéve la vérification de (b).

[Cet exemple m’a été signalé par Tate. Celui que j'avais utilisé primitivement était
plus compliqué.]

Lemme 9. Soit B un G(k/k)-module fini, et soit x € H?*(k,B). Il existe un
groupe semi-simple connexe S défini sur k, dont le centre Z contient B, et qui
jouit des deux propriété suivantes:
(a) L’élément x donné appartient & Uimage de d : H'(k, Z/B) — H?*(k, B).
(b) On a H(k,,S) = 0 pour toute place v de k.

Soit n un entier > 1 tel que nB = 0. On peut trouver une extension ga-
loisienne finie K/k assez grande pour que les trois conditions suivantes soient
réalisées: i) B est un G(K/k)-module; ii) 'élément = donné provient d'un élément
z' € H*(G(K/k), B); iii) le corps K contient les racines n-i¢tmes de P'unité. Soit
B’ = Hom(B, Q/Z) le dual de B; on peut évidemment écrire B’ comme quotient
d’un module libre sur Z/nZ[G(K/k)]. Par dualité, on en conclut que !’on peut
plonger B dans un module Z libre de rang q sur Z/nZ[G(K/k)]. Du fait que Z
est libre, on a H%(G(K/k),Z) = 0 et il existe un élément y € H(G(K/k), Z/B)
tel que dy’ = z’; ’élément y' définit un élément y € H'(k,Z/B), et il est clair
que dy = z. Tout revient donc & trouver un groupe semi-simple S ayant pour
centre Z et vérifiant la condition (b) du lemme.

Pour cela, partons du groupe L = SL, x-.- x SL, (¢ facteurs). Si ’on
considére L comme un groupe algébrique sur K, son centre est isomorphe &
Z/nZ x --- x Z/nZ (tous les éléments du centre sont rationnels sur le corps
de base puisqu’on a pris la précaution de supposer que K contient les racines
n-iémes de I'unit€). Soit S le groupe Rk i (L) obtenu a partir de L par restriction
du corps de base de K & k. Le centre de S est isomorphe (comme G (k/k)-module)
a la somme directe de g copies de
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Ry/x(Z/nZ) = Z/nZ|G(K/K)] ;

on peut donc l'identifier au module Z introduit plus haut. Il reste enfin A vérifier
la condition (b). Or il est facile de voir que S est isomorphe sur k, au produit
des groupes Rk, sk, (L), ol w parcourt 'ensemble des places de K prolongeant v
(cf. Weil, [185], p. 8); on a donc bien H!(k,,S) = [T, H'(Kw, L) = 0 puisque
la cohomologie de SL,, est triviale.

Nous pouvons maintenant fabriquer le contre-exemple cherché:

Théoréme 8. Il eriste un groupe algébrique semi-simple conneze G défini sur
k et un élément t € H'(k,G) tels que:

(a) Onat #0.

(b) Pour tout place v de k Uimage t, de t dans H'(k,,G) est triviale.

D’aprés le lemme 8, il existe un G(k/k)-module fini B et un élément
z € H%*k,B) tel que z # 0 et que les images locales z,, de z soient toutes
nulles. Soit S un groupe semi-simple vérifiant les conditions du lemme 9 par
rapport au couple (B,z). D’aprés ces conditions, le centre Z de S contient B,
et il existe un élément y € H'(k,Z/B) tel que dy = z. Soit G le groupe S/B,
et soit t 'image de y dans H!(k,G). Nous allons voir que le couple (G,t) vérifie
les conditions du théoréme.

(a) - Soit A : HY(k,G) — H%(k, B) P'opérateur de cobord défini par la suite
exacte 1 - B — § — G — 1. Le diagramme commutatif:

HY(k, Z/B) - H*(k, B)
{ id |
H'(k,G) 2 H%(k,B)

montre que A(t) = dy = z. Comme z # 0, on a bien ¢t # 0.
(b) — On utilise la suite exacte:

H'(k,,S) —> H(ky,G) — H%(ky, B) .

Le méme argument que ci-dessus montre que A(t,) = £, = 0; comme H Yk, S) =
0 (cf. lemme 9), on a bien t, = 0, cqfd.

Remargues.

1) La construction précédente donne des groupes G qui sont “strictement in-
termédiaires” entre simplement connexe et adjoint. Cela conduit & se demander si
le “principe de Hasse” est vrai dans ces deux cas extrémes. C’est le cas, comme 'ont
montré une série de travaux culminant en celui de Chernousov [30] sur Eg (pour un
exposé d’ensemble, voir Platonov-Rapinchuk [125], Chap. 6). Lorsque G est simplement
conneze, on a méme le résultat suivant, conjecturé par M. Kneser [85] (et démontré par
lui pour les groupes classiques, cf. [85], [87]):

L’application canonique H'(k,G) — [ H'(k.,G) est bijective. (Le produit est
étendu aux places v telles que k, ~ R; pour les autres places, on a d’ailleurs
H'(ky,G) =0, cf. [86].)
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Ainsi, par exemple, si G est de type G, H! (k, G) a 27 éléments, ol1 = est le nombre
de places réelles de k.

2) T.Ono a utilisé une construction analogue a celle du lemme 9 pour construire
un groupe semi-simple dont le nombre de Tamagawa n’est pas un entier, cf. [121]. Cela
a amené Borel (voir [15]) & poser la question suivante: y a-t-il des relations entre le
nombre de Tamagawa et la validité du principe de Hasse? La réponse est affirmative:
voir la-dessus Sansuc {137, ainsi que Kottwitz [90], qui utilise le principe de Hasse pour
démontrer la conjecture de Weil suivant laquelle le nombre de Tamagawa d’un groupe
simplement connexe est égal & 1. (Inversement, il y a de nombreux cas ol 'on peut
déduire le principe de Hasse d’un calcul de nombres de Tamagawa.)



Indications bibliographiques sur le Chapitre 111

Le contenu du § 1 est “bien connu” mais n’est exposé nulle part de maniere
satisfaisante — le présent cours inclus.

Les conjectures I et II ont été exposées au Colloque de Bruxelles [146],
en 1962. Les théorémes 1, 2, 3 sont dus & Springer; les deux premiers fig-
urent dans son exposé a Bruxelles [162], et il m’a communiqué directement
la démonstration du théoréme 3. D’aprés Grothendieck (non publié), on peut
démontrer un résultat un peu plus fort, a savoir la nullité des “H? non abéliens”
sur tout corps de dimension < 1.

Le § 4 est extrait presque sans changements de Borel-Serre [18]; j'ai simple-
ment ajouté la construction d’un contre-exemple au “principe de Hasse”.

* ¥ %

Voici enfin une bréve liste de textes relatifs aux divers types de groupes semi-simples
et contenant {explicitement ou non) des résultats de cohomologie galoisienne:

Groupes semi-simples générauz: Grothendieck {60}, Kneser [85], [86], Tits [175],
[177], [178], [179], [180}, Springer [162], Borel-Serre [18], Borel-Tits [20], Steinberg {165],
Harder [67], [68], Bruhat-Tits (23], Chap. III, Sansuc [137], Platonov-Rapinchuk [125],
Rost [132].

G!rou;les classiques et algébres ¢ involution: Weil {184}, Grothendieck [63], Tits [178],
Kneser [87], Merkurjev-Suslin {109], Bayer-Lenstra (9], Bayer-Parimala [10].

Groupes orthogonauz et formes quadratiques: Witt [187], Springer [159], (160},
Delzant {40], Pfister [124], Milnor {117], Lam [94], Arason {3], Merkurjev [107], [108],
Scharlau [139], Jacob-Rost [78].

Groupe G2 et octonions: Jacobson [79], van der Blij-Springer (12}, Springer [163)].

Groupe Fy et algébres de Jordan exceptionnelles: Albert-Jacobson [2], Springer
[161], [163], Jacobson [80], McCrimmon [105], Petersson {122}, Rost [131], Petersson-
Racine {123].

Groupe Es: Chernousov {30].

* % %



Annexe — Compléments de cohomologie
galoisienne

[Le texte qui suit reproduit, avec des changements mineurs, le résumé des cours
de la chaire d’Algebre et Géométrie publié dans I’Annuaire du Collége de France,
1990-1991, p. 111-121]]

Le cours a été consacré au méme sujet que celui de 1962-1963: la cohomologie galoisi-
enne. Il a surtout insisté sur les nombreux problémes que posent les groupes semi-
simples lorsque 1'on ne fait pas d’hypothése restrictive sur le corps de base.

§ 1. Notations

— k est un corps commutatif, supposé de caractéristique # 2, pour simplifier;

— ks est une cléture séparable de k;

~ G(ks/k) est le groupe de Galois de k, /k; c’est un groupe profini. Si L est un groupe
algébrique sur k, on note H'(k, L) le premier ensemble de cohomologie de G(k,/k) &
valeurs dans L(k,). C’est un ensemble pointé.

Si C est un G{k,/k)-module, on définit pour tout n > 0 des groupes de cohomologie

H"(k,C) = H*(G(ks/k),C) .
Par exemple, si C = Z/2Z, on a
HY(k,2/2Z) = k" /Kk*?

et
H?*(k,2/2Z) = Bra(k)
(noyau de la multiplication par 2 dans le groupe de Brauer de k).
L'un des thémes du cours a été d’expliciter les relations qui existent (ou qui pour-

raient exister) entre I’ensemble H'(k, L) pour L semi-simple, et les groupes H"(k,C)
pour C = Z/2Z (ou Z/3Z, ou tout autre “petit” module sur G(k,/k)).

§ 2. Le cas orthogonal

C’est celui qui est le mieux compris, grace a son interprétation en termes de classes de
formes quadratiques:

Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée de rang n > 1 sur k, et soit O(g) le
groupe orthogonal de g, vu comie groupe algébrique sur k. Si £ est un élément de
H'(k,Q(q)), on peut tordre q par x et I’on obtient une autre forme quadratique ¢, de
méme rang n que q. L’application z — (g.) définit une bijection de H'(k, O(q)) sur
VPensemble des classes de formes quadratiques non dégénérées de rang n sur k.

On a un résultat analogue pour la composante neutre SO(g) de O(q), & condition
de se borner aux formes quadratiques ayant méme discriminant que q.

Ainsi, tout invariant des classes de formes quadratiques peut étre interprété
comme une fonction sur Pensemble de cohomologie H*(k, O(g)), ou sur Pensemble

H'(k,SO(q)).
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2.1. Exemples d’invariants: les classes de Stiefel-Whitney

Ecrivons ¢ comme somme directe orthogonale de formes de rang 1:
qg={a1)®(a2) ®- B (an) = {(a1,0a2,...,an) , aveca; € k*.

Si m est un entier > 0, on définit un élément wy, (q) de H™ (k, Z/2Z) par la formule

(2.1.1) wm(‘]) = Z (ail) Tt (a‘im) .

1< <im

(On a noté (a) I’élément de H'(k,Z/2Z) défini par a € k*: le produit (ai,) - - - (ai,,)
est un cup-produit dans algébre de cohomologie H* (k, Z/2Z).)

On montre (A. Delzant [40}) que wy(q) ne dépend que de la classe d’isomorphisme
de g (et pas de la décomposition choisie); cela provient du fait bien connu que les
relations entre formes quadratiques “résultent des relations en rang < 2”.

On dit que wy,(g) est la m-iéme classe de Stiefel- Whitney de q.

Remarques.

1) Les classes wi(g) et wz(g) ont des interprétations standard: discriminant, in-
variant de Hasse-Witt. Les wn(q), m > 3 sont moins intéressantes; il y a avantage a
les remplacer (dans la mesure du possible) par les invariants de la théorie de Milnor,
cf. n°2.3 ci-apres.

2) La méme méthode conduit & d’autres invariants. Ainsi, si n est pair > 4 et si
q = {a1,...,an) est tel que wi(g) = 0 (autrement dit, a1 - - - an est un carré), on peut
montrer que 1'élément (a1) - - - (an—1) de H"!(k,Z/2Z) est un invariant de la classe
de g. Le cas n = 4 est particuliétrement intéressant.

2.2. Comportement de w;(g) et w2(g) par torsion

Soit 2 € H'(k, O(q)). On associe & « des éléments
6'(z) € H'(k,2/22) et & (z) € H*(k,Z/2Z)

de la fagon suivante:

8'(z) est I'image de x dans H'(k,Z/2Z) par I'application déduite de I’'homomor-
phisme det : O(q) — {1} = Z/2Z;

6%(z) est le cobord de z relatif & la suite exacte de groupes algébriques:

1—Z/2Z — O(g) — O(q) — 1.

(Le groupe O(g) est un certain revétement quadratique de O(q) qui prolonge le
revétement spinoriel Spin(g) — SO(g). On peut le caractériser par la propriété suiv-
ante: une symétrie par rapport & un vecteur de carré a se releve en un élément d’ordre 2
de O(q) rationnel sur le corps k(+/a).)

Les invariants 8* () et 6%(z) permettent de calculer les classes w1 et w2 de la forme
¢= déduite de g par torsion au moyen de x. On a en effet:

(2.2.1) wi(gs) = wi(g) + 6 (x) dans H'(k,Z/2Z),
(2.2.2) wa(gz) = w2(q) + 8 () - wi(q) + 6%(z) dans H*(k,Z/2Z).
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2.3. Les conjectures de Milnor

Soit kM (k) = @k (k) l'anneau de Milnor (mod 2) de k (défini au moyen de sym-
boles multilinéaires {@1,...,an) = (a1) - (an), ai € k¥, avec les relations 2(a) = 0 et
(a,b)=0sia+b=1).

Soient Wy l'anneau de Witt de k, et Iy son idéal d’augmentation (noyau de
I’homomorphisme canonique Wi — Z/2Z).

On définit de fagon naturelle des homomorphismes

(2.3.1) kM) — 12/
et
(2.3.2) kM (k) — H™(k,Z/22) .

Les conjectures de Milnor [117] disent que ces homomorphismes sont des isomor-
phismes. Cela a été démontré pour n < 3 (Arason (3], [4], Jacob-Rost [78], Merkurjev-
Suslin [111]) et il y a des résultats partiels pour n > 4.

§ 3. Applications et exemples

3.1. Invariants 4 valeurs dans H2(k,Z/2Z): le cas du groupe spinoriel

Soit g une forme quadratique non dégénérée sur k, et soit x un élément de H Uk, Spin(q)).
Si I'on tord g par z, on obtient une forme quadratique . de méme rang que ¢. D’apres
(2.2.1) et (2.2.2), les invariants w1 et w2 de g sont les mémes que ceux de ¢. Il en
résulte que I'élément ¢ — g de I'anneau de Witt Wj appartient au cube I} de Pidéal
d’augmentation Ix. En utilisant 'homomorphisme

I3/} — H*(k,Z/22)

construit par Arason [3] (qui est en fait un isomorphisme, cf. n° 2.3), on obtient un
élément de H®(k,Z/2Z) que nous noterons i(z). On a:

(3.1.1) i(z) =0 <= gz =¢ (mod Iy) .
On a ainsi défini une application canonique
(3.1.2) H'(k,Spin(q)) — H®(k,2/2Z) .

3.2. Invariants 4 valeurs dans H3(k,Z/2Z): cas général

Soit G un groupe semi-simple simplement conneze déployé, et choisissons une représentation
irréductible g de G dans un espace vectoriel V' de dimension n. Supposons g orthog-
onale, ce qui est par exemple le cas si G est de I'un des types G2, F; ou Fg. 1l existe
alors une forme quadratique non dégénérée g sur V qui est invariante par ¢(G). On
obtient ainsi un homomorphisme G — O(q). Vu les hypothéses faites sur G, cet homo-
morphisme se reléve en un homomorphisme

g : G — Spin(q) .
En utilisant (3.1.2) on déduit de 13 une application
(3.2.1) ip: H'(k,G) — H*(k,2/2Z)

dont on montre facilement qu’elle ne dépend pas du choix de q.
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3.3. Le groupe G3

Supposons que G soit égal au groupe exceptionnel Gs, et soit déployé. On sait qu'il y
a alors des bijections naturelles entre les trois ensembles suivants:

! (k,G2);

classes d’algébres d’octonions sur k;

classes de 3-formes de Pfister sur k.
Il résulte de 14, et des théoremes cités ci-dessus, que, si I'on prend pour g la représen-
tation fondamentale de degré 7 de G2, I'application i, correspondante est une bijection
de H'(k,G2) sur le sous-ensemble de H3(k,Z/2Z) formé des éléments décomposables
(i.e. cup-produits de trois éléments de H'(k,Z/2Z)). Cela donne une description co-
homologique tout a fait satisfaisante de 'ensemble H'(k,G>).

On peut aller un peu plus loin. Notons i l'injection de H'(k, G2) dans H*(k,Z/2Z)
que nous venons de définir. Soit p une représentation irréductibie quelconque de G»; il
lui correspond d’aprés (3.2.1) une application

io: H'(k,G2) — H*(k,2/22Z) .

On désire comparer i, a 1. Le résultat est le suivant (je me borne ici au cas ou le corps
de base est de caractéristique 0):

(3.3.1) On a, soit i, =1, soit i, = 0.

De fagon plus précise, soit m;wi1 +maw2 le poids dominant de g, écrit comme combi-
naison linéaire des poids fondamentaux w; et wz (w1 correspondant a la représentation
de degré 7, et w; & la représentation adjointe). On peut déterminer (grace a des for-
mules qui m’ont été communiquées par J. Tits) dans quel cas on a i, = i; on trouve
que cela se produit si et seulement si le couple {(rn1, m2) est congru (mod 8) a I'un des
douze couples suivants:

(0,2), (0,3), (1,0), (1,4), (2,0), (2,3), (4,3), (4,6), (5,2), (5,6), (6,3), (6,4).

Ainsi, pour la représentation adjointe, qui correspond a (0,1}, on a i, = 0. On peut
préciser ceci en déterminant explicitement la forme de Killing Kill: de la k-forme de G2
associée & un élément donné z € H'(k,G3). Si gz = (1) ® ¢ est la 3-forme de Pfister
associée a r (i.e. la forme norme de l'algébre d’octonions correspondante), on trouve
que Kill, est isomorphe & {(—1,-3) ® ¢2.

3.4. Le groupe Fj

Ici encore, on dispose d’une interprétation concréte de la cohomologie: les éléments de
H'(k, Fy) correspondent aux classes d'algébres de Jordan simples exceptionnelles de
dimension 27 sur k. Malheureusement, on est loin de savoir classer de telles algebres,
malgré les nombreux résultats déja obtenus par Albert, Jacobson, Tits, Springer,
McCrimmon, Racine, Petersson (cf. [2], [80], [105], [122], {123], {161], [163]). Ces
résultats suggérent que les éléments de H'(k, F}) pourraient étre caractérisés par deux
types d’invariants:

(invariant mod 2) - La classe de la forme quadratique Tr(z”) associée & I'algebre de
Jordan, cette classe étant elle-méme déterminée par le couple d’une 3-forme de Pfister
et d'une 5-forme de Pfister divisible par la précédente. Du point de vue cohomologique,
cela signifie un élément décomposable z3 € H*(k,Z/2Z) (obtenu par (3.2.1) grace a la
représentation irréductible ¢ de dimension 26 de Fy), et un élément x5 de H°(k,Z/2Z)
de la forme x5 = z3yz, avec y,z € H(k,Z/2Z).

(invariant mod 3 - en supposant la caractéristique # 3) - Un élément de H*(k, 2/3Z)
dont je n’ai qu’une définition conjecturale, basée sur la “premiere construction de Tits”
(cette définition a été justifiée par Rost [131], [132]).

Pour le moment, le seul cas qui puisse étre traité complétement est celui des al-
gebres de Jordan dites “réduites” (celles ou 'invariant mod 3 est 0): on sait, d’aprés
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un théoreme de Springer [163], que l'invariant mod 2 (i.e. la forme trace)} détermine
alors 'algébre de Jordan a isomorphisme prés.

3.5. Le groupe Eg

Lorsque k est un corps de nombres, la structure de H'(k, Es) vient d’étre déterminée
par Chernousov et Premet (cf. [30], [125]): le principe de Hasse est valable, ce qui
entraine par exemple que le nombre d’éléments de H'(k, Es) est 3", o1 r est le nombre
de places réelles de k. La démonstration de ce résultat a fait ’objet d’une série d’exposés
dans le séminaire commun avec la chaire de Théorie des Groupes.

Lorsque k est un corps quelconque (ou méme, par exemple, le corps Q(T)), on sait
fort peu de choses sur H'(k, Es). Les résultats généraux de Grothendieck [60] et de
Bruhat-Tits ([23], III) suggérent qu’un élément de cet ensemble pourrait avoir comme
invariants des classes de cohomologie (de dimension > 3} mod 2, mod 3 et mod 5
(car 2, 3, 5 sont les nombres premiers de torsion de Eg, cf. A.Borel, Oe. II, p. 776).
Voir la-dessus Rost [132], ainsi que {156], § 7.3.

§ 4. Problémes d’injectivité

L’ensemble H'(k,G) est fonctoriel en k et G:
a) Si k' est une extension de k, on a une application naturelle

H'(k,G) — HY(K',G) .
b) Si G — G’ est un morphisme de groupes algébriques, on a une application
naturelle H'(k,G) — H'(k,G").
On dispose d’une série de cas ou ces applications sont injectives:
(4.1) - théoréme de simplification de Witt [187]) Si ¢ = q1 @ g2, ol les ¢; sont des
formes quadratiques, Papplication H'(k,O(q1)) — H*(k, O(q)) est injective.

(4.2) — Méme énoncé, pour les groupes unitaires associés aux algébres a involution
sur k, cf. Scharlau [139], chap. 7.

(4.3) (Springer [159]) — Injectivité de H'(k,0(q)) — H'(k’, O(g)) lorsque k' est une
extension finie de k& de degré impair.

(4.4) (Bayer-Lenstra [9]) — Méme énoncé que (4.3), pour les groupes unitaires au lieu
des groupes orthogonaux.

(4.5) (Pfister [124]) - Injectivité de H'(k, O(g)) — H'(k,O(g® ¢')) lorsque le rang de
g’ est impair (le morphisme O(gq) — Q(g ® ¢') étant défini par le produit tensoriel).

On aimerait avoir d’autres énoncés du méme type, par exemple les suivants (qui
sont peut-étre trop optimistes):

(4.6 ?) — Si k' est une extension finie de k de degré premier & 2 et 3, I'application
H'(k, Fy) — H'(K', F}) est injective.

(4.7 7) — Méme énoncé pour Eg, avec {2, 3} remplacé par {2,3,5}.

Remarque.

Soit G un groupe algébrique sur k, et soient z, y deux éléments de H'(k,G).
Supposons que z et y aient les mémes images dans H'(k',G) et dans H!(k,” ,G) oit
k' et k" sont deux extensions finies de & de degrés premiers entre eux (par exemple
[K' : k] =2 et [k : k} = 3). Ceci n’entraine pas x = y contrairement & ce qui se passe
dans le cas abélien; on peut en construire des exemples, en prenant G non connexe;
j'ignore ce qu'il en est lorsque G est connexe.
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§ 5. La forme trace

Il s’agit de la structure de la forme quadratique Tr(z?) associée & une k-algébre de
dimension finie. Deux cas particuliers ont été considérés:

5.1. Algebres centrales simples

Soit A une telle algebre, supposée de rang fini n? sur k. On lui associe la forme quadra-
tique g4 définie par
ga(z) = Trda/i(z’) .

Notons g} la forme trace associée a 1'algébre de matrices M, (k) de méme rang que A;
c’est la somme directe d’'une forme hyperbolique de rang n(n — 1) et d’une forme unité
(1,1,...,1) de rang n.

On désire comparer g4 et ¢%. Il y deux cas & distinguer:

(5.1.1) n est impair

Les formes g4 et ¢4 sont alors isomorphes; cela résulte du théoréme de Springer
cité en (4.3).

(5.1.2) n est pair

Soit (A) la classe de A dans le groupe de Brauer de k. Le produit de (A) par I’entier
n/2 est un élément a de Brz(k) = H%(k,Z/2Z). On a:

wi(ga) = wi(q) et waga) = wa(qh) +a.

(La formule relative & w; est facile. Celle relative & w, s’obtient en considérant
I’homomorphisme PGL, — SO,,2 donné par la représentation adjointe et en montrant,
par un calcul de poids et racines, que cet homomorphisme ne se reléve pas au groupe
Spin,,2 si n est pair.)

5.2. Algébres commutatives étales

Soit E une telle algebre, soit n son rang et soit gg la forme trace correspondante. Les
invariants w1 et ws de gg se calculent par une formule connue (cf. [154]). Le cours a
donné une démonstration de cette formule quelque peu différente de la démonstration
originale, et a appliqué le résultat obtenu aux équations quintiques & la Kronecker-
Hermite-Klein.

Le cas ou n = 6 pose des problémes intéressants:

1) Notons e : G(ks/k) — Ss ’homomorphisme qui correspond & E par la théorie
de Galois; cet homomorphisme est défini & conjugaison preés. Si ’on compose e avec un
automorphisme extérieur de Sg, on obtient un homomorphisme e’ : G(k,/k) — Se qui
correspond A une autre algébre étale E’' de rang 6 (“résolvante sextique”). Comment
déterminer qg: 4 partir de qr ? La recette est la suivante: si I'on écrit g et g/ sous
la forme

QE=(112)®Q7 QE’:(lvz)@le

ol Q et Q' sont de rang 4 (c'est possible d’aprés [154], App. I), on a Q' = (2d) ® Q,
ol d est le discriminant de E (i.e. de ¢g).

2) Supposons que l'on ait 4 la fois w1 (ge) = 0 et wz2(ge) = 0. On peut se demander si
ge est isomorphe & la forme unité (1,...,1) (comme ce serait le cas si le rang était < 6).
C'est vrai si k est un corps de nombres (ou un corps de fonctions rationnelles sur un
corps de nombres). C’est faux en général.
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§ 6. La théorie de Bayer-Lenstra: bases normales autoduales

Soit G un groupe fini. On s’intéresse aux G-algébres galoisiennes sur k, ou, ce qui
revient au méme, aux G-torseurs sur k, G étant considéré comme un groupe algébrique
de dimension 0 sur k. Une telle algebre L est déterminée, a isomorphisme (non unique)
prés, par la donnée d’'un homomorphisme continu

vL G(ks/k) —G.

Lorsque ¢ est surjectif, L est un corps, et c’est une extension galoisienne de k de
groupe de Galois isomorphe a G.

Dans [9], E. Bayer et H. Lenstra s’intéressent au cas ou L posséde une base normale
autoduale (“BNA”); cela signifie qu'il existe un élément x de L tel que qr(z) = 1 et
que z soit orthogonal (relativement & q.) & tous les gz, g € G, g # 1. (Ainsi, les gz
forment une “base normale” de L, et cette base est sa propre duale relativement & gr.)

On peut donner un critére cohomologique pour ’existence d’une BNA: si Ug désigne
le groupe unitaire de I’algébre A involution k[G], on a un plongement canonique de G
dans Ug(k); en composant ¢r avec ce plongement on obtient un homomorphisme
G(ks/k) — Ug(k), homomorphisme que I'on peut regarder comme un l-cocycle de
G(ks/k) dans Ug(ks). La classe €1 de ce cocycle est un élément de H'(k,Ug). On a
er = 0 si et seulement si L a une BNA.

De ce critére, combiné avec (4.4), Bayer-Lenstra déduisent le théoréme suivant:

(6.1) - S’il existe une extension de degré impair de k sur laquelle L acquiert une BNA,
alors L a une BNA sur k.

En particulier:
(6.2) - Si G est d’ordre impair, toute G-algébre galoisienne a une BNA.

Voici quelques autres résultats relatifs aux BNA, obtenus en collaboration avec
E. Bayer, cf. [11}:

Soit L une G-algébre galoisienne, et soit ¢ : G(ks;/k) — G I'homomorphisme
correspondant. Si x est un élément de H™(G, Z/2Z), son image par

w1 : HY(G,2/2Z) — H"(G(k;/k),Z/2Z) = H"(k,Z/2Z)
sera notée xr.

(6.3) Pour que L ait une BNA, il faut que x = 0 pour tout z € H'(G,2/2Z)
(autrement dit, Pimage de G(k,/k) dans G doit étre contenue dans tous les sous-
groupes d’indice 2 de G). Cette condition est suffisante si la 2-dimension cohomologique
de G(ks/k) est <1 (autrement dit si les 2-groupes de Sylow de G(k./k) sont des pro-
2-groupes libres).

(6.4) - Supposons que k soit un corps de nombres. Pour que L ait une BNA, il faut
que pr(cy) = 1 pour toute place réelle v de k (c, désignant la conjugaison complexe
relative & une extension de v & k,). Cette condition est suffisante si H'(G,2/2Z) =
H*(G,Z/2Z) = 0.

(6.5) Le cas ot un 2-groupe de Sylow de G est abélien élémentaire

Soit S un 2-groupe de Sylow de G. Supposons que S soit un groupe abélien
élémentaire d’ordre 2", r > 1; l’ordre de G est 2"m, avec m impair.
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(6.5.1) - Il existe une T-forme de Pfister g}, et une seule & isomorphisme prés, telle
que {27) ® qr. ~ m ® g} (somme directe de m copies de g} ).

Cette forme constitue un invariant de ’algébre galoisienne L considérée. C’est la
forme unité si L a une BNA. Réciproquement:

(6.5.2) ~ Supposons que le normalisateur N de S opére transitivement sur S — {1}. Il
y a alors équivalence entre:

(i) L a une BNA.
(ii) La forme qr est isomorphe & la forme unité de rang 2"m
(iii) La forme gL est isomorphe d la forme unité de rang 27.

Lorsque r est assez petit, ce résultat peut se traduire en termes cohomologiques.
En effet, hypothése que N opére transitivement sur S — {1} entraine qu'il existe
un élément z de H"(G,Z/2Z) dont la restriction 3 tout sous-groupe d’ordre 2 de G
est # 0, et un tel élément est unique, a ’addition prés d’une classe de cohomologie
“négligeable” (cf. § 7 ci-apres). L’élément correspondant x, de H"(k,Z/2Z) est un
invariant de l’algébre galoisienne L.

(6.5.3) ~ Supposonsr < 4. Les conditions (i), (ii), (iii) de (6.5.2) sont alors équivalentes
a:

(iv) On azr =0 dans H"(k,Z/2Z).

L’hypothése r < 4 pourrait étre supprimée si les conjectures du n° 2.3 étaient
démontrées.

Ezemples.
1) Supposons que r = 2 et que N opére transitivement sur S — {1}; c’est le cas

si G = Ay, As ou PSLy(F,) avec ¢ =3 (mod 8). Le groupe H*(G,Z/2Z) contient
un seul élément = # 0; soit G 'extension correspondante de G par Z/2Z. Il résulte
de (6.5.3) que L a une BNA si et seulement ’homomorphisme oL : G(k, /k) — G se
reléve en un homomorphisme dans G. Un tel relevement correspond & une G-algebre

galoisienne L on peut montrer qu'il est possible de s’arranger pour que L possede elle
aussi une BNA.

2) Prenons pour G le groupe SL2(Fs) ou le groupe de Janko J;i. Les hypothéses
de (6.5.2) et (6.5.3) sont alors satisfaites avec r = 3. Le groupe H*(G, Z/2Z) contient
un seul élément = # 0, et ’on voit que L a une BNA si et seulement si xp = 0 dans
H3(k,2/2Z).

Remargque.

La propriété pour une G-algébre galoisienne L d’avoir une BNA peut se traduire
en terme de “torsion galoisienne” de la maniére suivante:

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k, muni d’une famille q = (g;)
de tenseurs quadratiques (de type (2,0), (1, 1), ou {0, 2), peu importe). Supposons que
G opére sur V en fixant chacun des ¢g;. On peut alors tordre (V,q) par le G-torseur
correspondant & L. On obtient ainsi une k-forme (V, q). de (V,q). On peut démontrer:

(6.6) Si L a une BNA, (V,q)L est isomorphe d (V,q).

De plus, cette propriété caractérise les algébres galoisiennes ayant une BNA.
(Noter que ce résultat serait faux pour les tenseurs cubiques.)



170 Annexe. Compléments de cohomologie galoisienne
§ 7. Classes de cohomologie négligeables

Soient G un groupe fini et C un G-module. Un élément x de H(G, C) est dit négligeable
(du point de vue galoisien) si, pour tout corps k, et tout homomorphisme continu
¢ : G(ks/k) = G,on a

¢*'(z)=0  dans H(k,C) .

(i revient au méme de dire que zr = 0 pour toute G-algébre galoisienne L.)

Ezemple.
Si a, b sont deux éléments quelconques de H'(G, Z/2Z), le cup-produit ab(a + b)
est un élément négligeable de H*(G, Z/2Z).

Voici quelques résultats sur ces classes:

(7.0) - Si g = 1, aucun élément non nul de H(G,C) n’est négligeable. Il en est de
méme st ¢ =2 et G agit trivialement sur C.

(7.1) - Pour tout groupe fini G il existe un entier ¢(G) tel que toute classe de coho-
mologie de G d’ordre impair et de dimension g > ¢(G) soit négligeable.

Ce résultat ne subsiste pas pour les classes d’ordre pair. D’ailleurs aucune classe
de cohomologie (& part 0) d'un groupe cyclique d’ordre 2 n’est négligeable, comme on
le voit en prenant k = R.

(7.2) - Supposons que G soit abélien élémentaire d’ordre 27. Si x € HY(G,2/2Z), les
propriétés sutvantes sont équivalentes:

(a) =z est négligeable.

(b) La restriction de x 4 tout sous-groupe d’ordre 2 de G est 0.

(c) z appartient d lidéal de Ualgébre H*(G,Z/2Z) engendré par les ab(a + b), ou
a et b parcourent HY(G,Z/2Z).

(I y a des résultats analogues lorsque G est abélien élémentaire d’ordre p” (p # 2},
et C = Z/pZ.)

(7.3) - Supposons que G soit isomorphe & un groupe symétriqgue Sn. Alors:

(a) Si N est impair, tout élément de H¥(G,Z/NZ), q > 1, est négligeable.
(b) Pour qu’un élément de HI(G,Z/2Z) soit négligeable, il faut et il suffit que ses
restrictions oux sous-groupes d’ordre 2 de G soient nulles.



Bibliographie

[1] A.Albert — Structure of Algebras, A.M.S. Colloquium Publ. 24, Providence,
1961.

[2] A.Albert et N. Jacobson ~ On reduced exceptional simple Jordan algebras,
Ann. of Math. 66 (1957), 400-417.

[3] J. Arason — Cohomologische Invarianten quadratischer Formen, J. Algebra
36 (1975), 446-491.

[4 7 ” - A proof of Merkurjev’s theorem, Canadian Math. Soc. Confe-
rence Proc. 4 (1984}, 121-130.

{5] E.Artin et O.Schreier — Eine Kennzeichnung der reell abgeschlossenen
Kérper, Hamb. Abh. 5 (1927), 225-231 (= E. Artin, C.P. 21).

[6] E. Artin et J. Tate - Class Field Theory, Benjamin Publ., New York, 1967.

[7] M. Artin, A. Grothendieck et J-L. Verdier — Cohomologie Etale des Schémas
(SGA 4), Lect. Notes in Math. 269-270-305, Springer-Verlag, 1972-1973.

[8] J.Ax — Proof of some conjectures on cohomological dimension, Proc.
A.M.S. 16 (1965), 1214-1221.

[9] E.Bayer-Fluckiger et H.-W. Lenstra, Jr. — Forms in odd degree extensions
and self-dual normal bases, Amer. J. Math. 112 (1990), 359-373.

[10] E.Bayer-Fluckiger et R.Parimala — Galois cohomology of classical groups
over fields of cohomological dimension < 2, Invent. math. 122 (1995), 195-
229.

[11] E.Bayer-Fluckiger et J-P.Serre - Torsions quadratiques et bases normales
autoduales, Amer. J. Math. 116 (1994}, 1-63.

[12] F.van der Blij et T.A.Springer — The arithmetics of octaves and of the
group Gz, Indag. Math. 21 (1959), 406~418.

[13] A.Borel — Groupes linéaires algébriques, Ann. of Math. 64 (1956), 20-82
(= Oe. 39).

[14) ” ™ - Some finiteness properties of adele groups over number fields,
Publ. Math. LH.E.S. 16 (1963), 5-30 (= Oe. 60).

[15] ” » - Arithmetic properties of linear algebraic groups, Proc. Int.
Congress Math. Stockholm (1962), 10-22 (= Oe. 61).

[16] » » - Linear Algebraic Groups, 2éme édition, Springer-Verlag, 1991.

[17] A.Borel et Harish-Chandra — Arithmetic subgroups of algebraic groups,
Ann. of Math. 75 (1962) 485-535 (= A. Borel, Oe. 58).

(18] A.Borel et J-P.Serre — Théorémes de finitude en cohomologie galoisienne,
Comm. Math. Helv. 39 (1964), 111-164 (= A.Borel, Oe. 64).



172 Bibliographie

[19] A.Borel et T.A.Springer — Rationality properties of linear algebraic
groups, Proc. Symp. Pure Math. A.M.S. 9 (1966), 26-32 (= A.Borel,
Oe. 76); 11, Tohoku Math. J. 20 (1968), 443-497 (= A.Borel, Oe. 80).

[20] A.Borel et J.Tits — Groupes réductifs, Publ. Math. . H.E.S. 27 (1965),
55-150 (= A.Borel, Oe. 66); Compléments, ibid. 41 (1972), 253-276
(= A.Borel, Oe. 94).

[21] Z.1. Borevit et L.R.Safarevi¢ — Théorie des Nombres (en russe), 3-ieme
édition, Moscou, 1985.

[22] F.Bruhat et J. Tits — Groupes algébriques simples sur un corps local, Proc.
Conf. Local Fields, Driebergen, 23-26, Springer-Verlag, 1967.

[23] " ” — Groupes réductifs sur un corps local, Publ. Math.
LH.E.S. 41 (1972), 5-252; 11, ibid. 60 (1984), 5-184; III, J. Fac. Sci. Univ.
Tokyo 34 (1987), 671-688.

[24] A.Brumer — Pseudocompact algebras, profinite groups and class forma-
tions, J. Algebra 4 (1966), 442-470.

[25] H.Cartan et S. Eilenberg — Homological Algebra, Princeton Math. Ser. 19,
Princeton, 1956.

[26] J.W.S. Cassels — Arithmetic on an elliptic curve, Proc. Int. Congress Math.
Stockholm (1962), 234-246.

[27] J.W.S. Cassels et A.Frohlich (édit.) - Algebraic Number Theory, Acad.
Press, New York, 1967.

[28] F.Chatelet — Variations sur un théme de H. Poincaré, Ann. Sci. E.N.S. 61
(1944), 249-300.

[29] » 7 _ Méthodes galoisiennes et courbes de genre 1, Ann. Univ.
Lyon, sect. A-IX (1946), 40-49.

[30] V.I.Chernousov — The Hasse principle for groups of type Es, Math.
U.S.S.R. Izv. 34 (1990), 409-423.

[31] C.Chevalley - Démonstration d’une hypothése de M. Artin, Hamb. Abh.
11 (1934), 73-75.

[32] »o ~ Theory of Lie Groups, Princeton Univ. Press, Princeton,
1946.

[33] » ™ - Sur certains groupes simples, Téhoku Math. J. 7 (1955),
14-66.

[34] » " _ Classification des groupes de Lie algébriques, Sém. E.N.S.,
I.H.P., Paris, 1956-1958.

(35] »oo” — Certains schémas de groupes semi-simples, Sém. Bourbaki

1960/61, exposé 219.

[36] J-L.Colliot-Théléne et J-J. Sansuc - Sur le principe de Hasse et sur I'ap-
proximation faible, et sur une hypothése de Schinzel, Acta Arith. 41 (1982),
33-53.

[37) J-L.Colliot-Thélene et Sir Peter Swinnerton-Dyer — Hasse principle and
weak approximation for pencils of Severi-Brauer and similar varieties,
J. Crelle 453 (1994), 49-112.

[38] P.Dedecker — Sur la cohomologie non abélienne I, Can. J. Math. 12 (1960),
231-251; 11, ibid. 15 (1963), 84-93.



Bibliographie 173

39 7 ” - Three dimensional non-abelian cohomology for groups, Lect.
Notes in Math. 92, Springer-Verlag, 1969, 32-64.

[40] A.Delzant — Définition des classes de Stiefel-Whitney d’'un module quadra-
tique sur un corps de caractéristique différente de 2, C.R. Acad. Sci. Paris
255 (1962), 1366-1368.

[41] M. Demazure et P. Gabriel — Groupes Algébriques, Masson, Paris, 1970.

[42] M. Demazure et A.Grothendieck — Schémas en Groupes (SGA 3), Lect.
Notes in Math. 151-152-153, Springer-Verlag, 1970.

[43] S.P.Demuskin — Le groupe de la p-extension maximale d’un corps local (en
russe), Dokl. Akad. Nauk S.S.S.R. 128 (1959), 657-660.

[44] oo ~ Sur les 2-extensions d’un corps local (en russe), Math.
Sibirsk. 4 (1963), 951-955.
[45] ” ” ~ 2-groupes topologiques définis par un nombre pair de

générateurs et une relation (en russe), Izv. Akad. Nauk S.S.S.R. 29 (1965),
3-10.

[46] J. Dieudonné — La Géométrie des Groupes Classiques, Ergebn. der Math. 5,
Springer-Verlag, 1955.

[47] A.Douady — Cohomologie des groupes compacts totalement discontinus,
Sém. Bourbaki 1959/60, exposé 189.

[48] D.Dummit et J.P. Labute ~ On a new characterization of Demuskin groups,
Invent. Math. T3 (1983), 413-418.

[49] R.S.Elman — On Arason’s theory of Galois cohomology, Comm. Algebra
10 (1982), 1449-1474.

[50] D.K.Faddeev — Algebres simples sur un corps de fonctions d’une variable
(en russe), Trud. Math. Inst. Steklov 38 (1951), 321-344 (trad. anglaise:
A.M.S. Transl. Series 2, vol. 3, 15-38).

[51] M.Fried et M. Jarden — Field Arithmetic, Ergebn. der Math. 11, Springer-
Verlag, 1986.

{52] P.Gabriel — Des catégories abéliennes, Bull. Soc. math. France 90 (1962),
323-448.

[53] I Giorgiutti - Groupes de Grothendieck, Ann. Fac. Sci. Toulouse 26
(1962), 151-207.

[54] J.Giraud ~ Cohomologie Non Abélienne, Springer-Verlag, 1971.

[55] R.Godement — Groupes linéaires algébriques sur un corps parfait, Sém.
Bourbaki, 1960/61, exposé 206.

[56] E.S.Golod et LR.Safarevic - Sur les tours de corps de classes (en
russe), Izv. Akad. Nauk S.S.S.R. 28 (1964), 261-272 (trad. anglaise:
I.R. Shafarevich, C.P. 317-328).

[57] M.J.Greenberg — Lectures on Forms in Many Variables, Benjamin Publ.,
New York, 1969.

[58] A.Grothendieck — A general theory of fibre spaces with structure sheaf,
Univ. Kansas, Report n° 4, 1955.

{59] v " — Sur quelques points d’algébre homologique, T'6hoku
Math. J. 9 (1957), 119-221.



174 Bibliographie

[60] ” ” — Torsion homologique et sections rationnelles, Sém.
Chevalley (1958), Anneaux de Chow et Applications, exposé 5.
[61] ” » — Technique de descente et théorémes d’existence en

géométrie algébrique. II: le théoréme d’existence en théorie formelle des
modules, Sém. Bourbaki, 1959/60, exposé 195.

[62] " ” - Eléments de Géométrie Algébrique (EGA), rédigés avec
la collaboration de J. Dieudonné, Publ. Math. I.H.E.S. 4, 8, 11, 17, 20,
24, 28, 32, Paris, 1960-1967.

[63] » ” — Le groupe de Brauer I-II-11I, Diz exposés sur la coho-
mologie des schémas, 46-188, North Holland, Paris, 1968.
[64] 7 " — Revétements Etales et Groupe Fondamental (SGA 1),

Lect. Notes in Math. 224, Springer-Verlag, 1971.

[65] K.Haberland — Galois Cohomology of Algebraic Number Fields, VEB,
Deutscher Verlag der Wiss., Berlin, 1978.

[66] D.Haran — A proof of Serre’s theorem, J. Indian Math. Soc. 55 (1990),
213-234.

[67] G.Harder - Uber die Galoiskohomologie halbeinfacher Matrizengruppen,
1, Math. Zeit. 90 (1965), 404-428; II, ibid. 92 (1966), 396-415; III, J.
Crelle 274/275 (1975), 125-138.

[68] » 7 - Bericht iiber neuere Resultate der Galoiskohomologie halbein-
facher Gruppen, Jahr. D.M. V. 70 (1968), 182-216.

[69] D.Hertzig — Forms of algebraic groups, Proc. A.M.S. 12 (1961), 657-660.

[70] G.P.Hochschild - Simple algebras with purely inseparable splitting fields
of exponent 1, Trans. A.M.S. 79 (1955), 477-489.

[71] o - Restricted Lie algebras and simple associative algebras
of characteristic p, Trans. A.M.S. 80 (1955), 135-147.

[72] G.P.Hochschild et J-P.Serre — Cohomology of group extensions, Trans.
A.M.S. 74 (1953), 110-134 (= J-P. Serre, Oe. 15)

[73] C.Hooley — On ternary quadratic forms that represent zero, Glasgow Math.
J. 35 (1993), 13-23.

[74] B.Huppert — Endliche Gruppen I, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg,
1967.

[75] K.Iwasawa —~ On solvable extensions of algebraic number fields, Ann. of
Math. 58 (1953), 548-572.

[76) ” ” - On Galois groups of local fields, Trans. A.M.S. 80 (1955),
448-469.

[777 * ” - A note on the group of units of an algebraic number field, J.
Math. pures et appl. 35 (1956), 189-192.

{78] B.Jacob et M.Rost — Degree four cohomologieal invariants for quadratic
forms, Invent. Math. 96 (1989), 551-570.

[79] N.Jacobson — Composition algebras and their automorphisms, Rend.
Palermo T (1958), 1-26.

[80) ” ” - Structure and Representations of Jordan Algebras, A.M.S.
Colloquium Publ. 39, Providence, 1968.

[81] K.Kato — Galois cohomology of complete discrete valuation fields, Lect.
Notes in Math. 967, 215-238, Springer-Verlag, 1982.



Bibliographie 175

[82] Y.Kawada — Cohomology of group extensions, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo 9
(1963), 417-431.

[83) » " - Class formations, Proc. Symp. Pure Math. 20, 96-114,
A.M.S., Providence, 1969.

[84] M.Kneser — Schwache Approximation in algebraischen Gruppen, Collogue
de Bruzelles, 1962, 41-52.

[85) » ” - FEinfach zusammenhingende Gruppen in der Arithmetik,
Proc. Int. Congress Math. Stockholm (1962), 260-263.

[86] » ™ - Galoiskohomologie halbeinfacher algebraischer Gruppen iiber
p-adischen Korpern, I, Math. Zeit. 88 (1965), 40-47; 11, ibid. 89 (1965),
250-272.

871 " ” - Lectures on Galois Cohomology of Classical Groups, Tata
Inst., Bombay, 1969.

[88] H.Koch — Galoissche Theorie der p-Erweiterungen, Math. Monogr. 10,
VEB, Berlin, 1970.

[89] B.Kostant — The principal three-dimensional subgroup and the Betti num-
bers of a complex simple Lie group, Amer. J. Math. 81 (1959), 973-1032.

[90] R.Kottwitz — Tamagawa numbers, Ann. of Math. 127 (1988), 629-646.

[91] M.Krasner — Nombre des extensions d’un degré donné d'un corps p-adique,
Colloque C.N.R.S. 143 (1966), 143-169.

[92] J.P.Labute — Classification of Demuskin groups, Canad. J. Math. 19
(1967), 106-132.

93] 7 " - Algebres de Lie et pro-p-groupes définis par une seule rela-
tion, Invent. Math. 4 (1967), 142-158.

[94) T.Y.Lam — The Algebraic Theory of Quadratic Forms, Benjamin, New

York, 1973.

[95] S.Lang — On quasi-algebraic closure, Ann. of Math. 55 (1952), 373-390.

[96] " " - Algebraic groups over finite fields, Amer. J. Math. T8 (1956),
555-563.

[97] ” ” - Galois cohomology of abelian varieties over p-adic fields, notes
polycopiées, mai 1959.

[98] ™ ™ - Rapport sur la Cohomologie des Groupes, Benjamin, New York,
1966.

[99] " » - Algebraic Number Theory, Addison-Wesley, Reading, 1970.

[100] S.Lang et J.Tate — Principal homogeneous spaces over abelian varieties,
Amer. J. Math. 80 (1958), 659-684.

[101] M.Lazard - Sur les groupes nilpotents et les anneaux de Lie, Ann. Sci.
E.N.S. 71 (1954), 101-190.

[102) ” » - Groupes analytiques p-adiques, Publ. Math. LH.E.S. 26
(1965), 389-603.

[103] Y.Manin - Le groupe de Brauer-Grothendieck en géométrie diophanti-
enne, Actes Congrés Int. Nice (1970), t. I, 401-411, Gauthier-Villars, Paris,
1971.

[104) " ” - Cubic Forms: Algebra, Geometry, Arithmetic, North Holland,
1986.



176 Bibliographie

(105] K.McCrimmon — The Freudenthal-Springer-Tits constructions of excep-
tional Jordan algebras, Trans. A.M.S. 139 (1969), 495-510.

(106] J. Mennicke — Einige endliche Gruppen mit drei Erzeugenden und drei
Relationen, Archiv der Math. 10 (1959), 409-418.

[107] A.S.Merkurjev — Le symbole de reste normique en degré 2 (en russe), Dokl.
Akad. Nauk S.S.S.R. 261 (1981), 542-547 (trad. anglaise: Soviet Math.
Dokl. 24 (1981), 546-551).

[108] oo — Algebres simples et formes quadratiques (en russe), Izv.
Akad. Nauk S.5.5.R. 55 (1991), 218-224 (trad. anglaise: Math. U.S.S.R.
Iw. 38 (1992), 215-221).

[109] A.S.Merkurjev et A.A. Suslin — La K-cohomologie des variétés de Severi-
Brauer et ’homomorphisme de reste normique (en russe), Izv. Akad. Nauk
S.85.5.R. 46 (1982), 1011-1046 (trad. anglaise: Math. U.S.S.R. Izv. 21
(1983), 307-340).

[110] " ” — On the norm residue homomorphism of
degree three, LOMI preprint E-9-86, Leningrad, 1986.
[111] ” ” — Le groupe K3 d’un corps (en russe), Izv.

Akad. Nauk S.5.5.R. 54 (1990), 522-545 (trad. anglaise: Math. U.5.S.R.
Iv. 36 (1991), 541-565).

[112] J-F.Mestre — Annulation, par changement de variable, d’éléments de
Bry(k(z)) ayant quatre pdles, C.R. Acad. Sci. Paris 319 (1994), 529-532.

(113] " " - Construction d’extensions régulitres de Q(T) & groupe de
Galois SLy(F7) et Mi2, C.R. Acad. Sci. Paris 319 (1994), 781-782.

[114] J. Milne — Duality in the flat cohomology of a surface, Ann. Sci. E.N.S. 9
(1976), 171-202.

[115] » " ~ Etale Cohomology, Princeton Univ. Press, Princeton, 1980.

[t16) * » — Arithmetic Duality Theorems, Acad. Press, Boston, 1986.

[117] J.Milnor ~ Algebraic K-theory and quadratic forms, Invent. Math. 9
(1970), 318-344.

[118] M.Nagata — Note on a paper of Lang concerning quasi-algebraic closure,
Mem. Univ. Kyoto 30 (1957), 237-241.

[119] J. Oesterlé — Nombres de Tamagawa et groupes unipotents en caractéris-
tique p, Invent. Math. 78 (1984), 13-88.

[120] T.Ono — Arithmetic of algebraic tori, Ann. of Math. T4 (1961), 101-139.

[121] ” ” - On the Tamagawa number of algebraic tori, Ann. of Math. 78
(1963), 47-73.

[122] H.P. Petersson — Exceptional Jordan division algebras over a field with a
discrete valuation, J. Crelle 274/275 (1975), 1-20.

[123] H.P.Petersson et M.L. Racine — On the invariants mod 2 of Albert algebras,
J. of Algebra 174 (1995), 1049-1072.

[124] A.Pfister — Quadratische Formen in beliebigen Kérpern, Invent. Math. 1
(1966), 116-132.

[125] V.P.Platonov et A.S.Rapinchuk — Groupes Algébriques et Corps de
Nombres (en russe), Edit. Nauka, Moscou, 1991 (trad. anglaise: Algebraic
Groups and Number Fields, Acad. Press, Boston, 1993).



Bibliographie 177

[126] G.Poitou — Cohomologie Galoisienne des Modules Finis, Dunod, Paris,
1967.

[127) D.Quillen — The spectrum of an equivariant cohomology ring I, Ann. of
Math. 94 (1971), 549-572; 11, ibid., 573-602.

[128] L.Ribes - Introduction to profinite groups and Galois cohomology, Queen’s
Papers in Pure Math. 24, Kingston, Ontario, 1970.

[129] M. Rosenlicht — Some basic theorems on algebraic groups, Amer. J. Math.
78 (1956), 401-443.

(130] »oo — Some rationality questions on algebraic groups, Ann. Mat.
Pura Appl. 43 (1957), 25-50.

[131) M. Rost — A (mod 3) invariant for exceptional Jordan algebras, C.R. Acad.
Sci. Paris 315 (1991), 823-827.

[132] ” ” - Cohomological invariants, en préparation.

[133] LR.Safarevié — Sur les p-extensions (en russe), Math. Sb. 20 (1947), 351~
363 (trad. anglaise: C.P. 3-19).

[134] noom — Sur I’équivalence birationnelle des courbes elliptiques (en
russe), Dokl. Akad. Nauk S.S.S.R. 114 (1957), 267-270. (trad. anglaise:
C.P. 192-196).

{135] » » - Corps de nombres algébriques (en russe), Proc. Int.
Congress Math. Stockholm (1962), 163-176 (trad. anglaise: C.P. 283-294).

[136] » »  _ Extensions & points de ramification donnés {en russe, avec
résumé francais), Publ. Math. LH.E.S. 18 (1963), 295-319 (trad. anglaise:
C.P. 295-316).

[137] J-J.Sansuc — Groupe de Brauer et arithmétique des groupes algébriques
linéaires sur un corps de nombres, J. Crelle 327 (1981), 12-80.

[138] W.Scharlau - Uber die Brauer-Gruppe eines algebraischen Funktionen-
korpers in einer Variablen, J. Crelle 239—-240 (1969), 1-6.

[139) »oon ~ Quadratic and Hermitian Forms, Springer-Verlag, 1985.

{140] C.Scheiderer — Real and Etale Cohomology, Lect. Notes in Math. 1588,
Springer-Verlag, 1994.

[141] A.Schinzel et W. Sierpinski - Sur certaines hypothéses concernant les nom-
bres premiers, Acta Arith. 4 (1958), 185-208; Errata, ibid. 5 (1959), 259.

[142] R.Schoof — Algebraic curves over F, with many rational points, J. Number
Theory 41 (1992), 6-14.

[143] J-P.Serre — Classes des corps cyclotomiques (d’aprés K.Iwasawa), Sém.
Bourbaki 1958-1959, exposé 174 (= Oe. 41).

[144] 7 7 - Groupes Algébriques et Corps de Classes, Hermann, Paris,
1959.

[145] » ” - Corps Locauz, Hermann, Paris, 1962.

[146] » ” - Cohomologie galoisienne des groupes algébriques linéaires,
Colloque de Bruzelles, 1962, 53-67 (= Oe. 53).

[147] » ” - Structure de certains pro-p-groupes (d’aprés Demuskin), Sém.

Bourbaki 1962-1963, exposé 252 (= Oe. 58).



178 Bibliographie

[148] ™ ™ - Sur les groupes de congruence des variétés abéliennes, Izv.
Akad. Nauk S.S.S.R. 28 (1964), 1-20 (= Oe. 62); II, ibid. 35 (1971), 731~
737 (= Oe. 89).

[149] ” ” - Surla dimension cohomologique des groupes profinis, Topology
3 (1965), 413-420 (= Oe. 66).

[150] ” " - Représentations Linéaires des Groupes Finis, Hermann, Paris,
1967.

[1561] ” " - Cohomologie des groupes discrets, Ann. Math. Studies 70, 77—
169, Princeton Univ. Press, Princeton, 1971 (= Oe. 88).

[152] ” ” - Une “formule de masse” pour les extensions totalement ram-

ifiées de degré donné d’un corps local, C.R. Acad. Sci. Paris 287 (1978),
183-188 (= Oe. 115).

[163] ” " - Sur le nombre des points rationnels d’une courbe algébrique
sur un corps fini, C.R. Acad. Sci. Paris 296 (1983), 397-402 (= Oe. 128).

[154f » * - L'invariant de Witt de la forme Tr(z%), Comm. Math. Helv.
59 (1984), 651-676 (= Oe. 131).

[155} ” * - Spécialisation des éléments de Bro(Q(T1,...,Ty)), C.R. Acad.
Sci. Paris 311 (1990), 397-402.

(156] ” ” - Cohomologie galoisienne: progrés et problémes, Sém. Bourbaki

1993-1994, exposé 783.

[157]) S.S.Shatz — Profinite Groups, Arithmetic, and Geometry, Ann. Math.
Studies 67, Princeton Univ. Press, Princeton, 1972.

[158] C.Soulé — K3 et le groupe de Brauer (d’aprés A.S.Merkurjev et A.A.
Suslin), Sém. Bourbaki 1982-1983, exposé 601 (Astérisque 105-106,
S.M.F., 1983, 79-93).

[159] T.A.Springer — Sur les formes quadratiques d’indice zéro, C.R. Acad. Sci.
Paris 234 (1952), 1517-1519.

[160] v ~ On the equivalence of quadratic forms, Proc. Acad. Ams-
terdam 62 (1959), 241-253.

[161] v - The classification of reduced exceptional simple Jordan
algebras, Proc. Acad. Amsterdam 63 (1960), 414-422.

[162] »oo — Quelques résultats sur la cohomologie galoisienne, Col-
logue de Bruzelles, 1962, 129-135.

[163] »ooon — Oktaven, Jordan-Algebren und Ausnahmegruppen, notes

polycopiées, Gottingen, 1963.
[164] R.Steinberg — Variations on a theme of Chevalley, Pacific J. Math. 9
(1959), 875-891.

[165] " "  —Regular elements of semisimple algebraic groups, Publ.
Math. L.H.E.S. 25 (1965), 281-312.

[166) » »  — Lectures on Chevalley Groups, notes polycopiées, Yale,
1967.

[167] A.A.Suslin — Algebraic K-theory and the norm-residue homomorphism,
J. Soviet. Math. 30 (1985), 2556-2611.

[168] R.Swan — Induced representations and projective modules, Ann. of Math.
71 (1960), 552-578.



Bibliographie 179

[169] ” ” - The Grothendieck ring of a finite group, Topology 2 (1963), 85—
110.

[170] J. Tate — WC-groups over p-adic fields, Sém. Bourbaki 1957-1958, ex-
posé 156.

[171] ” 7 - Duality theorems in Galois cohomology over number fields, Proc.
Int. Congress Math. Stockholm (1962), 288-295.

[172] » ” - The cohomology groups of tori in finite Galois extensions of num-
ber fields, Nagoya Math. J. 27 (1966), 709-719.

[t73] ” ” - Relations between K> and Galois cohomology, Invent. Math. 36

(1976), 257-274.

[174] G. Terjanian — Un contre-exemple & une conjecture d’Artin, C.R. Acad.
Sci. Paris 262 (1966), 612.

[175] J.Tits — Groupes semi-simples isotropes, Collogue de Brurelles, 1962, 137-

147.

[176] ” 7 — Groupes simples et géométries associées, Proc. Int. Congress
Math. Stockholm (1962), 197-221.

[177] " 7 - Classification of algebraic semisimple groups, Proc. Symp. Pure
Math. 9, vol. I, 33-62, A.M.S., Providence, 1966.

(178] ” ” - Formes quadratiques, groupes orthogonaux et algebres de Clif-
ford, Invent. Math. 5 (1968), 19-41.

[179] » ” - Représentations linéaires irréductibles d’un groupe réductif sur
un corps quelconque, J. Crelle 247 (1971), 196-220.

[180] ” ” - Sur les degrés des extensions de corps déployant les groupes

algébriques simples, C.R. Acad. Sci. Paris 315 (1992), 1131-1138.

[181] V.E. Voskresenskii — Tores Algébriques (en russe), Moscou, 1977.

[182] A.Weil — On algebraic groups and homogeneous spaces, Amer. J. Math.
77 (1955), 493-512 (= Oe. [1955b)).

[183] ” " - The field of definition of a variety, Amer. J. Math. 78 (1956},
500-524 (= Oe. [1956)).

[184] » ” - Algebras with involutions and the classical groups, J. Indian
Math. Soc. 24 (1960), 589-623 (= Oe. [1960b]).

[185] " " - Adeles and Algebraic Groups (notes by M.Demazure and T.
Ono), Inst. for Adv. Study, Princeton, 1961; Birkhauser, Boston, 1982.

(186] ™ ™ - Basic Number Theory, Springer-Verlag, 1967.

(187] E.Witt — Theorie der quadratischen Formen in beliebigen Korpern,
J. Crelle 176 (1937), 31-44.

[188] V.I. Yanchevskii — K-unirationalité des fibrés en coniques et corps de
décomposition des algébres centrales simples (en russe), Dokl. Akad. Nauk
S.5.5.R. 29 (1985), 1061-1064.

[189] H.Zassenhaus — The Theory of Groups, 2nd. ed., Chelsea, New York, 1949.



Index

(I1.1.5) = chap. I, n® 1.5
associé (groupe profini — & un groupe discret) 1.1.1

bon (groupe) 1.2.6

Borel

- (sous-groupe de =) 1IL.2.1
- (théoréme de -) 1I1.4.6

Cartan (sous-groupe de -} II1.2.1
cocycle (de G dans un G-groupe) 1.5.1
cohomologie (d’un groupe profini) 1.2.2
condition (F) 1I1.4.1

conjecture I 1I1.2.3

conjecture II 111.3.1

corestriction 1.2.4

Demuskin (groupe de =) 1.4.5

déployé (groupe ) II1.2.2

dimension < 1 (corps de -) I1.3.1

dimension cohomologique (d'un groupe profini) 1.3.1
discret (G-module -) 1.2.1

dualisant (module -) 1.3.5

ensemble de cohomologie (premier ) 1.5.1
Euler-Poincaré (caractéristique d'-) 1.4.1,11.54

forme III.1

G-ensemble 1.5.1
G-groupe 1.5.1

Hasse (principe de —) IIL4.7

indice (d'un sous-groupe fermé) 1.1.3
induit (module -) 1.2.5

libre (pro-p-groupe -) IL.1.5
non ramifié (module -) I1.5.5
ordre (d’un groupe profini) 1.1.3

p-adique {corps -) IL5



Index

parabolique (sous-groupe —) II[.2.1
p-complété (d’un groupe discret) 1.1.4
p-dimension cohomologique 1.3.1
p-extension maximale (d’un corps) 1.2
Poincaré (groupe de -) 1.4.5
Poitou-Tate (théorémes de -) 11.6.3
principal (espace — homogene) 1.5.2
profini (groupe -} I.1.1

projectif (groupe profini -) L5.9
pronilpotent (groupe profini -) 1.5.9
propreté (théoréme de —) 11.6.2
pro-p-groupe 1.1.4

propriété (C:) 11.3.2

propriété (C,) 11.4.5

quasi-déployé (groupe semi-simple -) I11.2.2

radical (d’un groupe algébrique) 1I1.2.1
rang

- (d’un pro-p-groupe) 1.4.2

— (d’an pro-p-groupe libre) 1.1.5

— (d’un sous-groupe distingué) 1.4.3
relevement (propriété de -) 1.5.9
restriction 1.2.4

Safarevit (théoreme de -) 1.4.4

scindée (extension -) [.3.4

section (d’'une projection sur un quotient) 1.1.2
semi-simple (groupe algébrique -) II[.2.1
Shapiro-Faddeev (théoréme de -) 1.2.5
simplement connexe (groupe semi-simple ~) 111.3.1
Springer (théoréme de —-) 1I1.2.4

Steinberg (théoréme de —) 111.2.3

stricte

- (dimension cohomologique -) 1.3.2

— (p-dimension cohomologique -) 1.3.2
surnaturel (nombre -) 1.1.3

Sylow (groupes de — d’un groupe profini) 1.1.4

Tate (théorémes de -) 11.5.1,11.5.7
torsion (opération de -) 1.5.3
tour (de corps de classes) 1.4.4

unipotent (groupe algébrique -) III.2.1

Z,-algébre (d’'un pro-p-groupe) 1.1.5

181



Printing and Binding: AZ Druck und Datentechnik GmbH, Kempten



General Remarks

Lecture Notes are printed by photo-offset
from the master-copy delivered in camera-
ready form by the authors. For this purpose
Springer-Verlag provides technical instruc-
tions for the preparation of manuscripts.

Careful preparation of manuscripts will help
keep production time short and ensure a
satisfactory appearance of the finished book.
The actual production of a Lecture Notes
volume normally takes approximately 8
weeks.

Authors receive 50 free copies of their book.
Noroyalty is paid on Lecture Notes volumes.

Authors are entitled to purchase further co-
pies of their book and other Springer mathe-
matics books for their personal use, at a
discount of 33,3 % directly from Springer-
Verlag.

Commitment to publish is made by letter of
intent rather than by signing a formal con-
tract. Springer-Verlag secures the copyright
for each volume.

Addresses:

Professor A. Dold
Mathematisches Institut
Universitiat Heidelberg

Im Neuenheimer Feld 288
D-69120 Heidelberg

Federal Republic of Germany

Professor F. Takens
Mathematisch Instituut
Rijksuniversiteit Groningen
Postbus 800

NL-9700 AV Groningen
The Netherlands

Springer-Verlag, Mathematics Editorial
Tiergartenstr. 17

D-69121 Heidelberg

Federal Republic of Germany

Tel.: *49 (6221) 487-410



