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INTRODUCTION A LA PREMIERE EDITION (1964)

Ces notes reproduisent avec quelques modifications un cours fait au College de
France pendant l'annee 1962-1963. On y trouvera egalement un texte inedit de
Tate (Annexe au Chap. I), et un autre de Verdier, tous deux consacres it la
dualite des groupes profinis.

Une redaction preliminaire de ces notes, due it Michel Raynaud, m'a ete tres
utile; je l'en remercie vivement.

INTRODUCTION A LA CINQUIEME EDITION (1994)

Cette nouvelle edition a ete realisee en 'lEX par les soins de M. Kellner et
Springer-Verlag, que j'ai plaisir it remercier.

J'ai profits de l'occasion pour faire une serie de modifications:

- mise it jour de la bibliographie;
- mise ajour des problemes et conjectures mentionnes dans Ie texte;
- adjonction de nombreux exercices, d'un index, et de plusieurs annexes (resumes

de cours, notamment).

Pour faciliter les references, l'ancienne numerotation des propositions, lemmes
et theoremes a ete conserves. Les passages nouveaux sont, le plus souvent, im-
primes en caracteres plus petits que Ie texte original.

Jean-Pierre Serre
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Chapitre I

Cohomologie des groupes profinis



§ 1. Groupes profinis

1.1. Definition

On appelle groupe profini un groupe topologique qui est limite projective de
groupes finis (munis chacun de la topologie discrete). Un tel groupe est compact
et totalement discontinu. Reciproquement:

Proposition o. Un groupe topologique compact totalement discontinu est profini.

Soit G un tel groupe. Comme G est totalement diseontinu et loealement
compact, les sous-groupes ouverts de G forment une base de voisinages de 1, cf.
Bourbaki TG III, §4, n06. Un tel sous-groupe U est d'indice fini dans G puisque
G est compact; ses conjugues gUg-1 sont en nombre fini et leur intersection V
est un sous-groupe ouvert normal de G. De tels V forment done une base de
voisinages de 1; l'application canonique G A!!!. G/V est injective, continue,
et d'image dense; comme G est compact, c'est un isomorphisme. Done G est
profini.

Les groupes profinis forment une categorie (les morphismes etant les homo-
morphismes continus) ou les produits infinis et les limites projectives existent.

Exemples.
1) Soit L/K une extension galoisienne de corps commutatifs. Le groupe de

Galois G(L/K) de cette extension est, par construction meme, limite projective
des groupes de Galois G(Li / K) des extensions galoisiennes finies LdK contenues
dans L/K; c'est done un groupe profini.

2) Un groupe analytique compact sur le corps p-adique Qp est profini (en
tant que groupe topologique). En particulier, SLn(Zp), SP2n(Zp), ... sont des
groupes profinis.

3) Soit G un groupe discret, et soit G la limite projective des quotients finis
de G. Le groupe 8 est appele Ie groupe profini associe aG; c'est Ie separe
complete de G pour la topologie definie par les sous-groupes de G d'indice fini;
Ie noyau de G 8 est l'intersection des sous-groupes d'indice fini de G.

4) Si M est un groupe abelien de torsion, son dual M* = Hom(M, Q/Z),
muni de la topologie de la convergence simple, est un groupe profini eommutatif.
On obtient ainsi une anti-equivalence (dualite de Pontrjagin):

groupes abeliens de torsion <===> groupes profinis eommutatifs .
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Exercices.
1) Montrer qu'un groupe profini commutatif sans torsion est isomorphe aun produit

(en general infini) de groupes Zp. [Utiliser la dualite de Pontrjagin pour se ramener
au theoreme disant que tout groupe abelien divisible est somme directe de groupes
isomorphes a Q ou a un Qp/Zp, cf. Bourbaki A VII.53, exerc. 3.]

2) Soit G = SLn(Z), et soit f J'homomorphisme canonique G-> Up SLn(Zp).
(a) Montrer que fest surjectif.
(b) Montrer l'equivalence des deux proprietes suivantes:
(bl) f est un isomorphisme;
(b2) tout sous-groupe d'indice fini de SLn(Z) est un sons-groupe de congruence.

fees proprietes sont connues pour etre vraies si n f- 2 et fausses si n = 2.]

1.2. Sous-groupes

Tout sous-groupe ferme H d'un groupe profini G est profini. De plus, l'espace
homogene GIH est compact totalement discontinu.

Proposition 1. Si H et K sont deux sous-groupes [ertnes du groupe profini G,
avec H :J K, il existe une section continue s ; GIH GIK.

(Par "section", on entend une application s : GIH -> GIK dont le compose avec
la projection GIK -> GIH est l'identite.)

On va utiliser deux lemmes:

Lemme 1. Soit G un groupe compact et soit (8 i ) une famille filtrante decrois-
sante de sous-groupes [ermes. Soit 8 = n8 i . L 'application canonique

GIS -lli!!GI8i

est alors un homeomorphisme.

En effet, cette application est injective, et son image est dense; comme I'es-
pace de depart est compact, le lemme en resulte, (On aurait pu aussi invoquer
Bourbaki, TG III.59, cor. 3 a la prop. 1.)

Lemme 2. La proposition 1 est vraie lorsque HIK est fini. Si de plus H et K
sont distinques dans G, l'extension

1-HIK _ GIK - GIH-1

est scindee (cf. n° 3.4) au-dessus d'un sous-groupe ouvert de G/H.

Soit U un sons-groupe ouvert distingue de G tel que UnH c K. La restriction
de la projection GIK GIH a l'image de U est alors injective (et c'est un
homomorphisme lorsque H et K sont distingues, ce qui demontre la deuxieme
partie du lemme). Son application reciproque est done une section sur l'image
de U (qui est ouverte); on la prolonge en une section sur G/ H tout entier par
translation.

Demontrons maintenant la prop. 1. On peut supposer que K = 1. Soit X
l'ensemble des couples (S, s), OU S est un sous-groupe ferrne de H, et s est une
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section continue GIH --+ GIS. On ordonne X en convenant que (S,s)? (S',s')
si S C S' et si s' est le compose de s et de GIS --+ GIS'. Si (Si, Si) est une famille
totalement ordonnee d'elements de X, et si S = nSi, on a GIS = }im GISi
d'apres le lemme 1; les Si definissent done une section continue s: GIH --+ GIS;
on a (S, s) E X. Cela montre que X est un ensemble ordonne inductif D'apres
Ie theoreme de Zorn, X contient un element maximal (S, s). Montrons que
S = 1, ce qui achevera la demonstration. Si S etait distinct de 1, it existerait
un sons-groupe ouvert U de G tel que S n U :/; S. En appliquant Ie lemme 2
au triplet (G, S, S n U), on obtiendrait une section continue GIS --+ G/(S n U),
et en la composant avec s : G I H --+ GIS, cela donnerait une section continue
GIH --+ G/(S n U), contrairement au fait que (S, s) est maximal.
Exercices.

1) Soit G un groupe profini operant contimlment sur un espace compact totalement
discontinu X. On suppose que G opere librement, i.e. que Ie fixateur de tout element
de X est egal a 1. Montrer qu'il existe une section continue XjG -> X. [Raisonner
comme pour la prop. 1.]

2) Soit H un sons-groupe ferrne d'un groupe profini G. Montrer qu'il existe un
sons-groupe ferme G' de G qui est tel que G = H .G', et qui est minimal pour cette
propriete.

1.3. Indices

On appelle nombre surnaturel un produit formelnpnp , OU P parcourt l'ensemble
des nombres premiers, et ou np est un entier ? 0 ou +00. On definit de maniere
evidente le produit, le pgcd et le ppcm d'une famille quelconque de nombres
surnaturels.

Soit G un groupe profini, et soit H un sous-groupe ferme de G. On definit
l'indice (G : H) de H dans G comme Ie ppcm des indices (GIU : HI(H n U»,
pour U parcourant l'ensemble des sous-groupes ouverts distingues de G. On voit
facilement que c'est aussi le ppcm des indices (G : V) pour V ouvert contenant H.
Proposition 2. (i) Si K c H c G sont des groupes profinis, on a

(G : K) = (G : H) . (H : K) .

(ii) Si (Hi) est une famille filtrante decroissante de sous-qroupes [erme« de G,
et si H = nHi' on a (G: H) = ppcm(G: Hi)'

(iii) Pour que H soit ouverl dans G, il faut et il suffit que (G : H) soii un
nombre naturel (I.e, un element de N).

Demontrons (i): si U est ouvert distingue dans G, posons Gu = GIU,
Hu = HI(H n U), Ku = KI(K n U). On a Gu ::> Hu ::> Kn, d'ou

(Gu : Ku) = (Gu : Hu)' (Hu : Ku) .

On a par definition ppcm(Gu : Ku) = (G : K) et ppcm(Gu : Hu) = (G : H).
D'autre part, les H n U sont cofinaux dans l'ensemble des sous-groupes ouverts
distingues de H; il en resulte que ppcm(Hu : Ku) = (H : K), d'ou (i).

Les assertions (ii) et (iii) sont immediates.

Noter qu'en particulier on peut parler de l'ordre (G : 1) d'un groupe profini G.
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Exercices.
1) Soit G un groupe profini, et soit n un entier =f- O. Montrer I'equivalence des

proprietes suivantes:
(a) n est premier a l'ordre (G : 1) de G.
(b) L'application x >-+ xn de G dans G est surjective.
(b') L'application x >-+ z" de G dans G est bijective.

2) Soit G un groupe profini. Demontrer I'equivalence des trois proprietes suivantes:
(a) La topologie de G est metrisable.
(b) On a G = G«, oil les Gn (n 1) sont finis et les homomorphismes

Gn +1 -+ Gn sont surjectifs.
(c) L'ensemble des sous-groupes ouverts de G est denombrable.

Montrer que ces proprietes entrainent:
(d) II existe un sous-ensemble denombrable dense dans G.

Construire un exemple oil (d) est verifiee, mais pas (a), (b), (c) [prendre pour G Ie
dual d'un F p-espace vectoriel de dimension infinie denombrable].

3) Soit H un sous-groupe ferme d'un groupe profini G. On suppose H =f- G. Montrer
qu'il existe x E G tel qu'aucun conjugue de x n'appartienne it H [se ramener au cas OU
G est fini).

4) Soit 9 un element d'un groupe profini G, et soit Cg = (g) le plus petit sous-
groupe ferrne de G contenant g. Soit npn p l'ordre de Cg , et soit I l'ensemble des p
tels que n p = 00. Montrer que:

Cg IIz, x II ZlpnpZ .
pEl p'l.l

1.4. Pro-p-groupes et p-groupes de Sylow

Soit p un nombre premier. Un groupe profini H est appele un pro-p-groupe si
c'est une limite projective de p-groupes, ou, ce qui revient au meme, si son
ordre est une puissance de p (finie ou infinie, bien entendu). Si G est un groupe
profini, un sons-groupe H de G est appele un p-groupe de Sylow de G si c'est un
pro-p-groupe et si (a : H) est premier it. p.

Proposition 3. Tout groupe profini G possede des p-groupes de Sylow, et ceux-
ci sont conjugues.

On utilise le lemme suivant (Bourbaki, TG 1.64, prop. 8):

Lemme 3. Une limite projective d'ensembles finis non vides est non vide.

Soit X la famille des sous-groupes ouverts distingues de a. Si U EX, soit
P(U) l'ensemble des p-groupes de Sylow du groupe fini C[U, En appliquant Ie
lemme 3 au systerne projectif des P(U), on obtient une famille coherente Hu de
p-groupes de Sylow des a/u, et 1'0n verifie aisement que H = lli!!. Hu est un
p-groupe de Sylow de a, d'ou la premiere partie de la proposition. De meme, si
H et H' sont deux p-groupes de Sylow de a, soit Q(U) l'ensemble des x E a IU
qui transforment l'image de H dans celle de H'; en appliquant Ie lemme 3 aux
Q(U), on voit que E!!!Q(U) # 0, d'ou un x E a tel que x H x- 1 = H'.

On demontre par le meme genre d'arguments:
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Proposition 4. (a) Tout pro-p-sous-groupe de G est contenu dans un p-groupe
de Sylow de G.

(b) Si G G' est un morphisme surjectij, l'image d 'un p-groupe de Sylow
de G est un p-groupe de Sylow de G'.

Exemples.
1) Le groupe Za pour p-groupe de Sylow le groupe Zp des entiers p-adiques.

2) Si G est analytique compact sur Qp, les p-groupes de Sylow de G sont
ouverts (cela resulte de la structure locale bien connue de ces groupes). L'ordre
de G est done le produit d'un entier naturel par une puissance de p.

3) Soit G un groupe discret. La limite projective des quotients de G qui sont
des p-groupes est un pro-p-groupe, note Gp , et appele Ie p-compteU de G; c'est
le plus grand quotient de Gqui soit un pro-p-groupe.

Exercice.
Soit G un groupe discret tel que Gab =G/ (G,G) soit isomorphe it Z (par exemple

Ie groupe fondamental du complementaire d'un noeud dans R 3
) . Montrer que Ie p-

complete de G est isomorphe a Zp.

1.5. Pro-p-groupes libres

Soit I un ensemble, et soit L(I) Ie groupe discret libre engendre par des elements
Xi indexes par I. Soit X la famille des sous-groupes distingues M de L(I) tels
que:

a) L(I)jM est un p-groupe fini,
b) M contient presque tous les Xi (i.e, tous sauf un nombre fini).

Posons F(I) = l!!!!. L(I)jM. Le groupe F(I) est un pro-p-groupe que l'on appelle
le pro-p-groupe libre engendre par les Xi. L'adjectif "libre" est justifie par Ie
resultat suivant:

Proposition 5. Si G est un pro-p-groupe, les morphismes de F(I) dans G cor-
respondent bijectivement aux familles (gi)iEI d'elements de G qui tendent vers
zero suivant le flltre des complemetuaires des parties flnies.

[Lorsque I est fini, la condition lim g, = 1 est supprimee; d'ailleurs, les complemen-
taires des parties finies ne forment pas un filtre ... J

De facon plus precise, on associe a un morphisme f : F(I) G la famille
(9i) = (J(Xi))' Le fait que la correspondance ainsi obtenue soit bijective est
immediat,

Remarque.
A cote de F(I), on peut definir le groupe Fs(l) limite projective des L(I)jM

pour les M verifiant seulement a). C'est Ie p-complete de L(I); les morphismes
de Fs (I) dans un pro-p-groupe G correspondent bijectivement aux familles quel-
conques (gi)iEI d'elements de G. On verra plus loin (n" 4.2) que Fs(I) est libre,
c'est-a-dire isomorphe it un F(J), pour J convenable.
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Lorsque I = [1,n], on ecrit F(n) a la place de F(I)j le groupe F(n) est Ie
pro-p-groupe libre de rang n. On a F(O) = {I} et F(l) est isomorphe au groupe
additif Zp. On va donner une representation explicite du groupe F(n):

Soit A(n) I'algebre des series formelles associatives (non necessairement com-
mutatives) en n indeterminees tl, ... , tn, a coefficients dans Zp (c'est ce que
Lazard appelle "l'algebre de Magnus"). [Le lecteur qui n'aime pas les series
formelles "non necessairement commutatives" definira A(n) comme un complete
de l'algebre tensorielle du Zp-module (Zp)n.] Muni de la topologie de la conver-
gence simple des coefficients, A(n) est un anneau topologique compact. Soit U
le groupe multiplicatif des elements de A de terme constant egal a 1. On verifie
aisement que U est un pro-p-groupe. Comme U contient les elements 1 + ti, la
prop. 5 montre qu'il existe un morphisme () : F(n) ---+ U qui applique Xi sur 1+ti
pour tout i,

Proposition 6 (Lazard). Le morphisme () : F(n) -> U est injectij.
[On peut done identifier F(n) au sous-groupe ferme de U engendre par les

1+td

On demontre merne un resultat plus fort. Pour I'enoncer, convenons d'appeler
Zp-algebre d'un pro-p-groupe G la limite projective des algebres des quotients
finis de G, a coefficients dans Zp; cette algebre sera notee Zp[[GlJ. On a:

Proposition 7. II existe un isomorphisme continu a de Zp[[F(n)lI sur A(n)
qui transforme Xi en 1+ ti.

On definit sans difficultes l'homomorphisme a : Zp[[F(n)]] ---+ A(n). D'autre
part, soit I I'ideal d'augmentation de Zp[[F(n)Jl; Ies proprietes elementaires des
p-groupes finis montrent que les puissances de l'ideal I tendent vers O. Comme
les Xi-1 appartiennent a I, on en deduit qu'il existe un homomorphisme continu

(3 : A(n) Zp[[(F(n)]l

qui applique t i sur Xi - 1. II n'y a plus alors qu'a verifier que a 0 {3 1 et
(3 0 a = 1, ce qui est immediat,

Remarques.
1) Lorsque n = 1, la prop. 7 montre que la Zp-algebre du groupe r = Zp

est isomorphe a l'algebre Zp[[T]], laquelle est un anneau local regulier de dimen-
sion 2. C'est la le point de depart de l'etude, faite par Iwasawa, des "T-modules",
d. [143], ainsi que Bourbaki AC VII.§ 4.

2) On trouvera dans la these de Lazard [101] une etude detaillee de F(n),
basee sur les prop. 6 et 7. Par exemple, si 1'0n filtre A(n) par les puissances de
l'ideal d'augmentation I, la filtration induite sur F(n) est celle de la suite centrale
descendante, et le gradue associe est la Zp-algebre de Lie libre engendree par les
classes Ti des ti. La filtration definie par les puissances de (p, I) est egalement
interessante.



§ 2. Cohomologie

2.1. Les G-modules discrets

Soit G un groupe profini. Les groupes abeliens discrets sur lesquels G opere
continurnent forment une categorie abelienne Ca, qui est une sous-categorie
pleine de la categoric de tous les G-modules. Dire qu'un G-module A appartient
aCa signifie que le fixateur de tout element de A est ouvert dans G, ou encore
que l'on a:

lorsque U parcourt l'ensemble des sous-groupes ouverts de G (comme d'habitude,
AU designe Ie sous-groupe de A forme des elements invariants par U).

Un element A de Ca sera appele un G-module discret (ou meme simplement
un G-module si aucune confusion ne peut en resulter). C'est pour ces modules
que la cohomologie de G va etre definie.

2.2. Cochaines, cocycles, cohomologie

Soit A E Ca. Nous noterons cn(G, A) l'ensemble des applications continues de
G" dans A (noter que, puisque A est discret, "continue" equivaut a "localement
constante"). On definit le cobord

par la formule usuelle

i=n

+2)-1)if(91,"" 9i9i+l,··· ,9n+l)
i=l

+(_l)n+lf(gl,· .. ,gn) .

On obtient ainsi un complexe C*(G, A) dont les groupes de cohomologie
H'' (G, A) sont appeles les groupes de cohomologie de G acoefficients dans A.
Lorsque G est fini, on retrouve la definition habituelle de la cohomologie des
groupes finis; le cas general peut d'ailleurs se ramener a celui-la, grace a la
proposition suivante:
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Proposition 8. Soit (G i ) un systeme projectif de groupes profinis, et soit (Ai)
un systeme inductif de Gi-modules discrets (les homomorphismes Ai -+ A j

etant compatibles en un sens evident avec les morphismes Gj ---> Gi). Posons
G = lim Gi, A = lim Ai. On a alors

f-- ---+

Hq(G, A) = .!!s Hq(Gi, Ai) pour tout q o.
En effet, on voit sans difficultes que l'homomorphisme canonique

.!!s C*(G i , Ai) C*(G, A)

est un isomorphisme, d'ou le resultat en passant it l'homologie.

Corollaire 1. Soit A un G-module discret. On a:

Hq(G,A) = .!!sHq(GjU,Au) pour tout q 0,

lorsque U parcourt l'ensemble des sous-groupes ouverts distingues de G.

En effet, G = lim GjU et A = lim AU.
f-- ---+

Corollaire 2. Soit A un G-module discret. On a:

Hq(G, A) = .!!s Hq(G, B) pour tout q 0

lorsque B parcourt l'ensemble des sous-G-modules de type fini de A.

En effet, on a A = .!!s B.

Corollaire 3. Pour q 1, les groupes Hq(G, A) sont des groupes de torsion.

Lorsque G est fini, ce resultat est classique. Le cas general s'en deduit, grace
au corollaire 1.

On pourra done facilement se ramener au cas des groupes finis, qui est bien
connu (voir par exemple Cartan-Eilenberg [25], ou "Corps Locaux" [145]). On
en deduit par exemple que les Hq(G, A) sont nuls, pour q 1, lorsque A est un
injectif de CG (les AU etant alors injectifs sur les G jU). Comme la categoric CG
a suffisamment d'injectifs (mais pas suffisamment de projectifs), on voit que les
foncteurs A Hq(G, A) sont les foncteurs derives du foncteur A AG, comme
il se doit.

2.3. Basses dimensions

HO(G,A) = AG, comme d'habitude.
Hl(G,A) est Ie groupe des classes d'homomorphismes croises continus de G

dans A.
H2(G, A) est le groupe des classes de susteme» de facteurs continus de

G dans A. Si A est fini, c'est aussi le groupe des classes d'extensions de G
par A (demonstration standard, reposant sur l'existence d'une section continue,
demontree au n? 1.2).
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Remarque.
Ce dernier exemple suggere de definir les H"(G, A) lorsque A est un G­

module topologique quelconque, en partant des cochaines continues. Ce genre de
cohomologie se rencontre effectivement dans les applications, cf. [148].

2.4. Fonctorialite

Soient G et G' deux groupes profinis, et soit f : G -+ G' un morphisme. Soient
A E Co, A' E Co', On a la notion de morphisme h : A' -+ A compatible avec f
(c'est un G­morphisme, lorsqu'on regarde A' comme un G­module au moyen
de J). Un tel couple (f, h) definit par passage ala cohomologie des homomor­
phismes

Hq(G',A') ­­­+ Hq(G,A) , a>: O.

Ceci s'applique notamment lorsque H est un sous­groupe ferme de G, et que
A = A' est un G­module discret; on obtient les homomorphismes de restriction

Lorsque H est ouvert d'indice fini n dans G, on definit (par exemple, par
passage a la limite a partir des groupes finis) les homomorphismes de corestric­
tion

Cor: Hq(H,A) ­­­+ Hq(G,A) .

On a Cor 0 Res = n, d'ou:

Proposition 9. Si (G: H) = n, le noyau de Res: Hq(G,A) -+ Hq(H,A) est
annuli par n.

Corollaire. Si (G : H) est premier a p, Res est injectif sur la composante
p­primaire de H" (G, A).

ICe corollaire s'applique notamment au cas ou H est un p­groupe de Sylow
de G.]

Lorsque (G : H) est fini, le corollaire resulte directement de la proposition
precedente. On se rarnene a ce cas en ecrivant H comme intersection de sous­
groupes ouverts, et appliquant la prop. 8.

Exercice.
Soit f :G -+ G' un morphisme de groupes profinis.

(a) Soit p un nombre premier. Prouver l'equivalence des proprietes suivantes:
(lp) L'indice de f(G) dans G' est premier ap.
(2p ) Pour tout G'­module p­primaire A, l'homomorphisme HI(G', A) ­t HI(G, A)

est injectif.
[Se ramener au cas ou G et G' sont des pro­p­groupes.)

(b) Dernontrer l'equivalence de:
(1) fest surjectif.
(2) Pour tout G'­module A, l'homomorphisme HI(G',A) ­t HI(G,A) est injectif.
(3) Meme enonce que (2), en se bornant aux G'­modules A qui sont finis.
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2.5. Modules induits

Soit H un sons-groupe ferme du groupe profini G, et soit A E CH. Le module
induit A* = MlJ (A) est defini comme l'ensemble des applications continues a*
de G dans A telles que a*(hx) = h· a*(x) si h E H, x E G. Le groupe G opere
sur A* par la formule:

(ga*)(x) = a*(xg) .

Pour H = {I}, on ecrit McA; les G-modules ainsi obtenus sont appeles induits
("co-induits" dans la terminologie de [145]).

Si 1'0n associe a tout a* E MlJ (A) sa valeur au point 1, on obtient un
homomorphisme MlJ (A) -7 A qui est compatible avec l'injection de H dans G
(cf. n" 2.4); d'ou des homomorphismes

Hq(G, MlJ (A)) -+ Hq(H, A) .

Proposition 10. Les homomorphismes Hq(G, MlJ (A)) -7 Hq(H, A) definis ci­
dessus sont des isomorphismes.

On note d'abord que, si BE Cc, on a Homc(B, MlJ (A)) = Hom H (B, A). On
en tire Ie fait que Ie foncteur MlJ transforme injectifs en injectifs. Comme d'autre
part il est exact, la proposition en resulte, par un theoreme de comparaison
standard.

Corollaire. La cohomologie d'un module induit est nulle en dimension > 1.

C' est le cas particulier H = {I}.

La proposition 10, due a Faddeev et Shapiro, est tres utile: elle permet de
ramener la cohomologie d'un sous-groupe a celle du groupe. Indiquons comment
on peut, de ce point de vue, retrouver les homomorphismes Res et Cor:

(a) Si A E CG, on definit un G-homomorphisme injectif

i: A -+ M!J(A)

en posant:
i(a)(x) = x . a .

Par passage ala cohomologie, on verifie que l'on obtient la restriction

[Pour H = {I}, on a done obtenu un Joncteur d'ejJacement, souvent utile.]

(b) Supposons H ouvert dans G, et soit A E CG. On definit un G-
homomorphisme surjectif

en posant:
7f(a*) = LX' a*(x­ 1 ) ,

xEG/H
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formule qui a un sens puisque x·a*(x- 1 ) ne depend que de la classe de x mod H.
Par passage a la cohomologie, 11" donne la corestriction

En effet, c'est la un morphisme de foncteurs cohomologiques qui coincide avec
la trace en dimension zero.

Exercices.
1) On suppose H distingue dans G. Si A E CG, on fait operer G sur M/! (A) en

posant
ga*(x) = g' a*(g-lx) .

Montrer que H opere trivialement, ce qui permet de considerer que G/ H opere sur
M/! (A); montrer que les operations ainsi definies commutent aux operations de G
definies dans Ie texte. En deduire, pour chaque entier q, une operation de G/H sur
Hq(G, M/! (A» = Hq(H, A). Montrer que cette operation comcide avec I'operation
naturelle (cf. n" suivant).

Montrer que M/! (A) est isomorphe aMG/ H (A) si H opere trivialement sur A. En
deduire, lorsque (G : H) est fini, les formules:

Ho(G/H,M/!(A» = A et Hi(G/H,M/!(A» = 0 pour i 21.

2) On suppose que (G: H) = 2. Soit c l'homomorphisme de G sur {±1} de noyau H.
En faisant operer G sur Z par e, on obtient un G-module Z .

(a) Soit A E CG, et soit A = A @ Z . Montrer que l'on a une suite exacte de
G-modules:

o --> A M/! (A) A 0 .

(b) En deduire la suite exacte de cohomologie

... Hi(G,A) Hi(H,A) Hi(G,A )...!..... Hi+l(G,A) ... ,

et montrer que, si x E Hi(G, A ), on a 8(x) = e . x (cup-produit), ou e est un element
de H1(G, Z ) que l'on explicitera.

(c) Application au cas ou 2· A = 0, d'ou A = A.
[Ceci est l'analogue profini de la suite exacte de Thom-Gysin pour les revetements

de degre 2, un tel revetement etant identifie a un fibre en spheres de dimension 0.]

2.6. Complements

On laisse au lecteur le soin de traiter les points suivants (qui seront utilises dans
la suite):

a) Cup produits

Proprietes variees, notamment par rapport aux suites exactes. Formulaire:

Res(x· y) = Res(x) . Res(y)

Cor(x· Res(y)) = Cor (x) . y .
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b) Suite spectrale des extensions de groupes

Si H est un sous-groupe distingue ferme de G, et si A E Cc, Ie groupe G/H
opere de facon naturelle sur les Hq(H, A), et ces operations sont continues. On
a une suite spectraIe:

En basses dimensions, cela donne la suite exacte

0-> H 1(G/H,AH
) -> H 1(G,A)

---> H 1(H,A)c/H ---> H 2(G/H,AH) ---> H 2(G,A)

Exercices (relations entre cohomologie des groupes discrets et des groupes profinis).
1) Soit G un groupe discret, et soit G ----> K un homomorphisme de G dans un

groupe profini K. On suppose que l'image de G est dense dans K. Pour tout M E CK,
on a des homomorphismes

On se bornera a la sous-categorie de CK formee des M finis.
(a) Montrer l'equivalence des quatre proprietes suivantes:
An. H" (K, M) ----> H" (G, M) est bijectij pour q n et injectij pour q = n + 1 (quel

que soit M E
Bn . Hq(K, M) ----> Hq(G, M) est surjectij pour tout q n.
Cn. Pour tout x E Hq(G, M), 1 q n, il existe un M' E CK contenant M tel

que x donne 0 dans Hq(G,M').
Dn . Pour tout x E Hq(G,M), 1 q n, il existe un sous-qroupe Go de G, image

reciproque d'un sous-qroupe ouvert de K, tel que x induise zero dans Hq(Go,M).
[Les implications An =} Bn =} Cn sont immediates, de rneme que Bn =} Dn .

L'irnplication Cn =} An se demontre par recurrence sur n. Enfin, Dn =} Cn se demontre
en prenant pour M' Ie module induit MgO(M).]

(b) Montrer que AD, ... , Do sont vraies. Montrer que, si K est egal au groupe
profini Gassode a G, les proprietes AI, ... , DI sont vraies,

(c) On prend pour G le groupe discret PGL(2, C); montrer que G= {l} et que
H 2(G, Z/2Z) =1= 0 [utiliser l'extension de G fournie par SL(2, C)J. En deduire que G ne
verifie pas A2 •

(d) Soit K« un sous-groupe ouvert de K, et Go son image reciproque dans G.
Montrer que, si G ----> K verifie An, il en est de meme de Go --; K o, et reciproquement.

2) [Dans ce qui suit, on dira que "G veri fie An" si l'application canonique G --; G
verifie An. Un groupe sera dit "bon" s'Il verifie An pour tout n.)

Soit E/N = G une extension d'un groupe G verifiant A2.
(a) On suppose d'abord N fini. Soit I le commutant de N dans E. Montrer que

1 est d'indice fini dans E; en deduire que 1/(1 n N) verifie A2 [appliquer 1, (d)), puis
qu'il existe un sons-groupe Eo d'indice fini de E tel que Eo n N = {1}.

(b) On suppose a partir de maintenant que N est de type fini. Montrer (en util-
isant (a)) que tout sous-groupe d'indice fini de N contient un sous-groupe de la forme
Eo n N, ou Eo est d'indice fini dans E. En deduire une suite exacte:

1--.N--.E--.G--.1.
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(c) On suppose en outre que N et G sont bons, et que les Hq(N, M) sont finis
pour tout E-module fini M. Montrer que E est bon [comparer les suites spectrales de

B/N=Get de E/N =G].
(d) Montrer qu'une extension successive de groupes libres de type fini est un bon

groupe. Application aux groupes de tresses ("braid groups").
(e) Montrer que SL(2, Z) est un bon groupe [on pourra. utiliser le fait qu'il contient

un sous-groupe libre d'indice fini].
[On peut montrer que SLn(Z) n'est pas bon si n:? 3.J



§ 3. Dimension cohomologique

3.1. La p-dimension cohomologique

Soit pun nombre premier, et soit G un groupe profini. On appelle p-dimension
cohomologique de G, et on note cdp(G), la borne inferieure des entiers n verifiant
la condition suivante:

(*). Pour tout G module discret de torsion A, et tout q > n, la composante
p-primaire de Hq(G, A) est nulle.

(Bien entendu, s'il n'existe aucun entier n verifiant cette condition, on a
cdp(G) = +00.)

On pose cd(G) = supcdp(G): c'est la dimension cohomologique de G.

Proposition 11. Soit G un groupe projini, soit pun nombre premier, et soit n
un entier. Les proprietes suivantes sont equiualenies:

(i) cdp (G) :s n.
(ii) On a Hq(G, A) = 0 pour tout q > n et tout G-module discret A qui est

un groupe de torsion p-primaire.
(iii) On a Hn+l(G, A) = 0 lorsque A est un G-module discret simple annule

parp.

Soit A un G-module de torsion, et soit A = EJ1A(p) sa decomposition canon-
ique en composantes p-primaires. On voit facilement que Hq(G, A(p» s'identifie
ala composante p-primaire de Hq(G, A). L'equivalence de (i) et (ii) en resulte.
L'implication (ii) =} (iii) est triviale. D'autre part, si (iii) est verifie, un argument
de devissage Immediat montre que Hn+l(G,A) = 0 lorsque A est fini, et annule
par une puissance de p; par limite inductive (cf. prop. 8, cor. 2) Ie rneme resultat
s'etend a tout G-module discret A qui est un groupe de torsion p-primaire. On
en deduit (ii) en raisonnant par recurrence sur q: on plonge A dans le module
induit Ma(A), et on applique l'hypothese de recurrence a Ma(A)/A, qui est
encore un module de torsion p-primaire.

Proposition 12. Supposons que cdp(G) :s n, et soit A un G-module discret
p-divisible (i.e. tel que p : A -+ A soit surjectif). La composante p-primaire de
Hq(G, A) est alors nulle pour q > n.

La suite exacte
o --+ Ap --+ A 2.-.. A --+ 0

fournit Ia suite exacte
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Pour q > n, on a Hq(G, A p ) = 0 par hypothese. La multiplication par p est done
injective dans Hq(G, A), ce qui signifie bien que la composante p-primaire de ce
groupe est reduite aO.

Corollaire. Si cdCG) n, et si A E Ge est divisible, on a H" (G, A) = 0 pour
q>n.

3.2. Dimension cohomologique stricte

Gardons les memes hypotheses et notations que ci-dessus. La p-dimension coho-
mologique stricte de G, notee sed, (G), est la borne inferieure des entiers n tela
que:

(**) Pour tout A E Ge , on a Hq(G,A)(p) = 0 pour q > n.
[C'est la meme condition que (*), a cela pres qu'on ne suppose plus que A

soit un module de torsion.]
On pose encore scd(G) = supscdp(G); c'est la dimension cohomologique

stricte de G.

Proposition 13. scdp(G) est egal acdp(G) ou acdp(G) + 1.

Il est clair que scdp(G) :::: cdp(G). Il faut done prouver que

scdp(G) cdp(G) + 1 .

Soit A E Ge, et formons la decomposition canonique du morphisme p : A -+ A.
Elle consiste en deux suites exactes:

I

I

avec N = A p , I = pA, Q = A/pA, Ie compose A -+ I -+ A etant la multiplication
par p.

Soit q > cdp(G) + 1. Comme N et Q sont des groupes de torsion p-primaires,
on a Hq(G,N) = Hq-l(G,Q) = O. Il en resulte que

sont injectifs. La multiplication par p dans Hq(G,A) est done injective, ce qui
signifie que Hq(G,A)(p) = 0, et demontre que scdp(G) cdp(G) + 1, cqfd.

Exemples.
1) Prenons G = Z. On a cdq(G) = 1 pour tout p (c'est immediat, cf.

par exemple [1451, p. 197, prop. 2). D'autre part, H 2(G, Z) est isomorphe a
H 1(G,Q/Z) = Q/Z, d'ou scdp(G) = 2.
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2) Soit P i- 2, et soit G Ie groupe des transformations affines x 1-+ ax + b,
avec b E Zp, et a E Up (groupe des unites de Zp). On peut montrer que
cdp(G) = scdp(G) = 2 [utiliser Ia prop. 19 du n? 3.5}.

3) Soit f un nombre premier, et soit Gt le groupe de Galois de Ia cloture
algebrique QI du corps l-adique QI. Tate a montre que l'on a cdp(Gt ) =
sCdp(Ge) = 2 pour tout p, cf. chap. II, n? 5.3.

Exercice.
Montrer que sed, (G) ne peut pas etre egal a. 1.

3.3. Dimension cohomologique des sous-groupes et des
extensions

Proposition 14. Soit H un sous-qroupe [ertne d'un groupe profini G. On a

cdp(H) s cdp(G)
scdp(H) s scdp(G)

avec egalite dans chacun des cas suivants:
(i) (G: H) est premier Ii p.
(ii) H est ouvert dans G, et cdp(G) < +00.

On ne s'occupera que de cdp, Ie raisonnement etant analogue pour scdp . Si A
est un H-module discret de torsion, M/J (A) est un G-module discret de torsion
et Hq(G, M/J (A)) = Hq(H, A), d'ou evidemment I'megalite

cdp(H) cdp(G) .

L'inegalite en sens inverse resulte, dans Ie cas (i), du fait que Res est in-
jectif sur Ies composantes p-primaires (corollaire a. la proposition 9). Dans Ie
cas (ii), posons n = cdp(G), et soit A un G-module discret de torsion tel que
Hn(G, A)(p) i- 0. On va voir que Hn(H, A)(p) i- 0, ce qui montrera bien que
cdp(H) = n. Pour cela, il suffit de prouver Ie lemme suivant:

Lemme 4. L'homomorphisme Cor: Hn(H,A) --+ Hn(G,A) est surjectij sur les
composantes p-primaires.

En effet, soit A* = M/J (A), et soit 7r : A* --+ A l'homomorphisme defini au
n? 2.5, b). Cet homomorphisme est surjectif, et son noyau B est de torsion. On
a done Hn+l(G, B)(p) = 0, ce qui montre que

Hn(G,A*) _ Hn(G,A)

est surjectif sur Ies composantes p-primaires. Comme cet homomorphisme s'iden-
tifie a la corestriction (d. n? 2.5), Ie lemme en resulte.

Corollaire 1. Si Gp est un p-groupe de Sylow de G, on a

cdp(G) = cdp(Gp ) = cd(Gp) et scdp(G) = scdp(Gp) = scd(Gp ) .
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C'est evident.

Corollaire 2. Pour que cdp(G) = 0 il est necessoire et suffisant que l'ordre de
G soit premier ap.

C'est evidemment suflisant. Pour montrer que c'est necessaire, on peut sup­
poser que G est un pro­p­groupe (d. cor. 1). Si G ::/= {I}, il existe un homomor­
phisme continu de G sur Z/pZ, d'apres une propriete elementaire des p­groupes
(cf. par exemple [145], p. 146). On a alors Hl(G, Z/pZ) ::/= 0, d'ou cdp(G) 2: l.

Corollaire 3. Si cdp(G) f- 0,00, l'exposant de p dans l'ordre de G est infini.

lei encore, on peut supposer que G est un pro­p­groupe. Si G etait fini, la par­
tie (ii) de la proposition montrerait que cdp(G) = edp({I}) = 0, eontrairement
a I'hypothese. Done G est infini.

Corollaire 4. Supposons que edp(G) = n soit fini. Pour que scdp(G) = n, il
faut et il suffit que la condition suivante soit verifiee:

Pour tout sous-groupe ouueri H de G, on a Hn+1(H, Z)(p) = O.

La condition est evidemment necessaire. Inversement, si elle est verifiee, on
a Hn+1(G,A)(p) = 0 pour tout G­module diseret A qui est isomorphe it un
M!f (zm), avec m 2: o. Mais tout G­module diseret B de type fini sur Zest
isomorphe it un quotient A/G d'un tel A (prendre pour Hun sous­groupe ouvert
distingue de G operant trivialement sur B). Comme Hn+2(G,G)(p) est nul, on
en deduit que Hn+1(G, B)(p) = 0, et par passage it la limite ee resultat s'etend
a tout G­module diseret, cqfd,

La prop. 14 admet Ie complement suivant:

Proposition 14'. Si G est sans p-torsion, et si H est un sous-groupe ouvert de G,
on a

cdp(G) = cdp(H) et scdp(G) = scdp(H) .

Vu la prop. 14, tout revient amontrer que cdp(H) < 00 entraine cdp(G) < 00; voir
la­dessus [149), ainsi que [151), p. 98, et Haran [66).

Proposition 15. Soit Hun sous-groupe distingue [erme d'un groupe profini G.
On a l'inegaliU:

On utilise la suite spectrale des extensions de groupes:

= Hi (G/H, Hj(H,A» =} Hn(G,A) .

Soit done A un G­module discret de torsion, et prenons

n > edp(H) + cdp(G/H) .

Si i + j = n, on a, soit i > cdp(G/H), soit j > cdp(H), et la composante
p­primaire de E;,j est nulle dans les deux cas. D'ou la nullite de la composante
p­primaire de Hn(G, A), eqfd.
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Remarque.
Supposons que n = cdp(H) et m = cdp(G/H) soient finis. La suite spectrale

fournit alors un isomorphisme canonique:

Cet isomorphisme permet de donner des conditions pour que cdp(G) soit eqal a
cdp(H) +cdp(G/H), cf. n" 4.1.

Ezercices.
1) Montrer que, dans l'assertion (ii) de la prop. 14, on peut remplacer l'hypothese

"H est ouvert dans G" par la suivante "l'exposant de p dans (G : H) est fini".

2) Les notations etant celles de la proposition 15, on suppose que l'exposant de
p dans (G : H) n'est pas nul (i.e. cdp(G/H) =I 0). Montrer que l'on a l'inegalite
scdp(G) cdp(H) + scdp(G/H).

3) Soit n un entier. On suppose que, pour tout sous-groupe ouvert H de G, les
composantes p-primaires de Hn+1(H, Z) et Hn+2(H, Z) sont nulles. Montrer que

scdp(G) n .

lSi Gp est un p-groupe de Sylow de G, on montrera que Hn+l(Gp,Z/pZ) = 0, et on
appliquera la prop. 21 du n" 4.1 pour prouver que cdp(G) n.]

3.4. Caracterisation des groupes profinis G tels que
cdp(G) < 1

Soit 1 -+ P -+ E W -+ 1 une extension de groupes profinis. Nous dirons qu'un
groupe profini G possede la propriete de releuement pour l'extension precedente
si tout morphisrne I : G -+ W se releve en un morphisme I' :G -+ E (i.e. s'il
existe I' tel que 1= 1f 0 1'). Cela equlvaut a dire que l'extension

1 ---> P ---> Ef ---> G ---> 1 ,

image reciproque de E par I, est scindee (i.e. admet une section continue
G -+ Ef qui est un homomorphisme).

Proposition 16. Soit G un groupe profini et soit p un nombre premier. Les
proprietes suivantes sont equivaLentes:

(i) c<:lp(G) S 1.
(ii) Le groupe G possede La propriete de releuement pour les extensions

1 -+ P -+ E -+ W -+ 1 ou E est fini, et ou P est un p-qroupe abelier; an-
nule par p.

(ii bis) Toute extension de G par un p-groupe abeliesi fini atmule par pest
seindee.

(iii) Le groupe G possede La propriete de releuemeni pour les extensions
1 -+ P -+ E -+ W -+ 1 ou P est un pro-p-groupe.

(iii bis) Toute extension de G par un pro-p-groupe est scuulee.
(II s'agit, bien entendu, d'extensions dans la categoric des groupes profinis.)
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II est clair que (iii) {::> (iii bis) et que (ii bis) =} (ii). Pour prouver que
(ii) => (ii bis), considerons une extension

1----+P----+Eo----+G----+1

de G par un p-groupe abelien fini P annule par p. Choisissons un sous-groupe
ouvert normal H de Eo tel que H nP = 1; la projection Eo - G identifie H a
un sous-groupe ouvert normal de G. Posons E = EolH et W = GIH. On a une
suite exacte

1----+P----+E----+W----+1.

D'apres (ii), le morphisme G - W se releve aE. Comme le carre

Eo - G

1 1
E----+W

est cartesien, on en deduit que G se releve dans Eo, i.e, que Eo est scindee. D'ou
(ii bis).

La correspondance entre elements de H 2(G, A) et classes d'extensions de G
par A (cf n? 2.3) montre que (i) {::> (ii bis). On a (iii bis) =} (ii bis) trivialement.
Reste done amontrer que (ii bis) entraine (iii bis). On s'appuie pour cela sur le
lemme suivant:

Lemme 5. Soit Hun sous-groupe Jerme distingue d'un groupe profini E, et soit
H' un sous-groupe ouverl de H. Il existe alors un sous-groupe ouverl H IJ de H,
contenu dans H', et distingue dans E.

Soit N le normalisateur de H' dans E, c'est-a-dire l'ensemble des x E E tels
que x H' X-I = H'. Comme x H' x-I est contenu dans H, on volt que Nest
l'ensemble des elements qui appliquent un compact (a savoir H') dans un ouvert
(8. savoir H', considere comme sous-espace de H). II s'ensuit que Nest ouvert,
done que les conjugues de H' sont en nombre fini. Leur intersection H IJ repond
aux condition posees.

Revenons maintenant a la demonstration de (ii bis) => (iii bis). Soit
1 - P - E - G - 1 une extension de G par un pro-p-groupe P. Soit X
l'ensemble des couples (P', s), ou P' est ferme dans P et distingue dans E, et
au s est un relevement de G dans l'extension

1----+ PIP' ----+ EIP' -G----+1.

Comme au n" 1.2, on ordonne X en convenant que (Pi, si) si P{ c
et si S2 est le compose de SI avec la projection EIP{ ----4 L'ensemble X est
inductif. Soit (P',s) un element maximal de X; tout revient amontrer que 1'0n
aP'=1.

Soit E; l'irnage reciproque de s(G) dans E. On a une suite exacte

1 ----+ P' ----+ Es ----+ G ----+ 1 .
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Si P' # 1, le lemme 5 montre qu'il existe un sous-groupe ouvert P" de P',
distinct de P', et distingue dans E. Par devissage (P' IP" etant un p-groupe),
on peut supposer que P'IP" est abelien et annule par p. Vu (ii bis), l'extension

1 P'IP" - EsIP" G 1

est scindee. D'ou un relevement de G dans EslP" et a fortiori dans EIP". Ceci
contredit Ie caractere maximal de (P', s). On a done bien P' = 1, ce qui acheve
la demonstration.

Corollaire. Un pro-p-groupe libre F(I) est de dimension cohomologique :s 1.

Verifions par exemple la propriete (iii bis). Soit EIP = G une extension
de G = F(!) par un pro-p-groupe P, et soient Xi les generateurs canoniques
de F(!). Soit u : G --+ E une section continue passant par l'element neutre
(cf. prop. 1), et soient ei = S(Xi). Puisque les Xi tendent vers 1, il en est de
meme des ei, et la prop. 5 montre qu'il existe un morphisme s : G --+ E tel que
S(Xi) = ei' L'extension E est done scindee, cqfd.

Exercices.
1) Soit G un groupe et soit p un nombre premier. Considerons la propriete suivante:
(*,,). Pour toute extension 1 -+ P -+ E -+ W -+ 1, oil E est fini et oil Pest

un p-groupe, et pour tout morphisme surjectif f : G -+ W, il existe un morphisme
surjectif r :G -+ E qui releve f.

(a) Montrer que cette propriete equivaut a la conjonction des deux suivantes:
(I,,). cd,,(G) ::;; 1.
(2,,). Pour tout sous-groupe ouvert distingue U de a, et tout entier N 2 0, il existe

zi , ... ,ZN E H1(U,ZjpZ) tels que les elements S(Zi) (s E GjU, 1 ::;; i ::;; N) soient
lineairement independants sur ZjpZ.

[On commencera par montrer qu'il suffit d'exprimer (*,,) dans les deux cas suivants:
(i) tout sous-groupe de E se projetant sur West egal aE; (ii) E est produit semi-direct
de W par P, et P est un p-groupe abelien annule par p. Le cas (i) equivaut a (I,,) et
Ie cas (ii) a (2,,).)

(b) Montrer que, pour verifier (2,,), il suffit de considerer les sous-groupes U assez
petits (i.e. contenus dans un sous-groupe ouvert fixe).

2) (a) Soient Get G' deux groupes profinis verifiant (*,,) pour tout p. On sup-
pose qu'il existe une base (Gn ) (resp. de voisinages de l'element neutre dans G
(resp. G') forrnee de sous-groupes ouverts distingues tels que GjGn (resp. G' soit
resoluble pour tout n. Montrer que G et a' sont isomorphes.

[On construira par recurrence sur n deux suites decroissantes (Hn ) , avec
Hi; c G«, c H n et ouverts distingues dans G et G', et une suite coherente
Un) d'isomorphismes GjHn -+

(b) Soit L le groupe libre (non abelien) engendre par une famille denombrable
d'elements (Xi); soit Lres = lim LjN, pour N distingue dans L, contenant presque

<--
tous les Xi, et tel que LjN soit resoluble et fini. Montrer que Lres est un groupe pro-
resoluble (i.e, limite projective de groupes resolubles finis) metrisable qui verifie (*,,)
pour tout p; montrer, en utilisant (a), que tout groupe profini verifiant ces proprietes
est isomorphe a Lres .

[Cf. Iwasawa, (75).)

3) Soient G un groupe fini, S un p-groupe de Sylow de G, et N le normalisateur de
S dans G. On suppose que S ala "propriete d'intersection triviale", i.e, SngSg- 1 = 1
sig N.
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(a) Si A est un G-module fini p-primaire, montrer que l'application

est un isomorphisme pour tout i > O. [Utiliser la caracterisation de l'image de Res
donnee dans (25), Chap. XII, tho 10.1.)

(b) Soit 1 -+ P -+ E -+ G -+ 1 une extension de G par un pro-p-groupe P. Montrer
que tout relevement de N dans E se prolonge en un relevement de G. [Se ramener au
cas ou P est commutatif fini, et utiliser (a) avec i = 1,2.]

4) Donner un exemple d'extension 1 -+ P -+ E -+ G -+ 1 de groupes profinis ayant
les proprietes suivantes:

(i) P est un pro-p-groupe.
(ii) G est fini.
(iii) Un p-groupe de Sylow de G se releve dans E.
(iv) G ne se releve pas dans E

[Pour p > 5, on peut prendre G = SL2(Fp), E = SL2(Zp[WJ), ou w est une racine
primitive p-ieme de l'unite.]

3.5. Module dualisant

Soit G un groupe profini. Nous noterons Cb (resp. Ch) la categoric des G-
modules discrets A qui sont des groupes finis (resp. des groupes de torsion).
La categorie Ch s'identifie It la categorie .li!!\Cb des limites inductives d'objets

de Cb.
On designera par (Ab) la categoric des groupes abeliens, Si M E (Ab) on

posera M* = Hom(M, Q/Z), et on munira ce groupe de la topologie de la
convergence simple (Q/Z etant considere comme discret). Lorsque M est un
groupe de torsion (resp. un groupe fini), son dual M* est profini (resp. fini). On
obtient ainsi (d. n" 1.1, exemple 4) une equivalence ("dualite de Pontrjagin")
entre la categorie des groupes abeliens de torsion et la categoric opposee It celIe
des groupes profinis commutatifs.

Proposition 17. Soit n un entier:::: O. Faisons les hypotheses suivantes:
(a) cd(G) :S n.
(b) Pour tout A E Cb, le groupe Hn(G, A) est fini.
Alors le [oncieur A f-+ Hn(G, A)* est representable sur Cb par un element I

de Ch.
[En d'autres termes, il existe I E Ch tel que les foncteurs HomG(A,I) et

Hn(G, A)* soient isomorphes pour A parcourant Cb.]
Posons S(A) = Hn(G, A) et T(A) = Hn(G, A)*. L'hypothese (a) montre que

S est un foncteur covariant et exact It droite de Cb dans (Ab); l'hypothese (b)
montre qu'il prend ses valeurs dans la sous-categorie (AbJ) de (Ab) formee
des groupes finis. Comme le foncteur * est exact, on en deduit que T est un
foncteur contravariant exact a gauche de Cb dans (Ab). La prop. 17 est alors
une consequence du lemme suivant:
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Lemme 6. Soit C une cateqorie abelienne noetherienne, et soit T : CO (Ab)
un Joncteur contravariant exact adroite de C dans (Ab). Le [oncteus: Test alors
representable par un objet I de C.

Ce resultat se trouve dans un expose Bourbaki de Grothendieck [61], ainsi
que dans la these de Gabriel ([52], Chap. II, n? 4). Rappelons le principe de la
demonstration:

Un couple (A, x), avec A E C et x E T(A), est dit minimal si x n'appartient
a. aucun T(B), ou B est un quotient de A distinct de A (si B est un quotient
de A, on identifie T(B) a un sous-groupe de T(A». Si (A',X') et (A,x) sont
des couples minimaux, on dit que (A', x') est plus grand que (A, x) s'il existe
un morphisme u : A A' tel que T(u)(x') = x (auquel cas on verifie que u
est unique). L'ensemble des couples minimaux est un ordonne filtrant, et l'on
prend I = lim A suivant cet ordonne filtrant. Si 1'on pose T(/) = lim T(A), les

--->
x definissent un element canonique i E T(l). Si J : A I est un morphisme,
on fait correspondre a. J l'element T(J)(i) de T(A), et l'on obtient un homo-
morphisme de Hom(A,/) dans T(A). On verifie sans difficultes (c'est tout de
meme la qu'intervient l'hypothese noetherienne) que cet homomorphisme est un
isomorphisme.

Remarques.
1) lei, T(I) est simplement Ie dual (compact) du groupe de torsion Hn(G, 1)

et I'element canonique i E T(/) est un homomorphisme

i: Hn(G,/) ---> QjZ .

L'application HomG(A, I) Hn(G, A)* s'obtient en faisant correspondre a
J E HomG(A, I) l'homomorphisme

2) Le module I est appele le module dualisant de G (pour la dimension n).
II est determine a isomorphisme pres; plus precisement, le couple (1, i) est
determine aisomorphisme unique pres.

3) Si l'on s'etait restreint aux G-modules p-primaires, on n'aurait eu besoin
que de I'hypothese cdp(G) :::; n.

4) Par passage a la limite, on deduit de la prop. 17 que, si A E Cb, le groupe
Hn(G,A) est dual du groupe compact HomG(A,I),la de ce dernier
groupe etant celle de la convergence simple. Si l'on pose A = Hom(A, I), et si
I'on considere Acomme un G-module par la formule (gJ)(a) = g. J(g-la), on a
HomG(A,I) = HO(G,A) et la prop. 17 s'exprime alors comme une dualite entre
Hn(G,A) et HO(G,A), le premier groupe etant discret, et le second compact.

Proposition 18. Si I est module dualisant pourG, I est aussi module dualisant
pour tout sous-qroupe ouueri H de G.
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Si A E ck, on a MlJ (A) E Cb et Hn(G, MlJ (A)) = Hn(H, A). On en
deduit que Hn(H, A) est dual de HomG (MlJ (A), I). Mais il est facile de voir
que ce dernier groupe s'identifie fonctoriellement aHomH (A, I). II s'ensuit que
I est bien Ie module dualisant de H.

Remarque.
L'injection canonique de HomG(A, I) dans HomH (A, I) definit par dualite

un homomorphisme surjectif Hn(H, A) Hn(G, A) qui n'est autre que la core­
striction: cela se voit sur l'interpretation de la corestriction donnee au n" 2.5.

Corollaire. Soit A E Cb. Le groupe A = Hom(A, I} est la limite inductive des
duaux des Hn(H, A), pour H parcoumnt l'ensemble des sous­groupes ouverts
de G (les applications entre ces groupes etant les transposees des corestrictions).

Cela resulte par dualite de la formule evidente

Remarque.
On peut preciser l'enonce precedent en prouvant que les operations de G sur

As'obtiennent par passage it la limite it partir des operations naturelles de G/H
sur Hn(H, A), pour H ouvert distingue dans G.

Proposition 19. Supposons n 2: 1. Pour que sCdp (G) = n +1, il faut et il suffit
qu'il existe un sous­groupe ouvert H de G tel que I H contienne un sous­groupe
isomorphe aQp/Zp.

Dire que I H contient un sons-groupe isomorphe aQp/Zp equivaut it dire que
HomH (Qp/Zp, I) -::f:. 0, ou encore que Hn(H, Qp/Zp) -::f:. O. Mais Hn(H, Qp/Zp)
est la composante p-primaire de Hn(H, Q/Z), lui-meme isomorphe aHn+1(H, Z)
(utiliser la suite exacte habituelle

o ---+ Z ---+ Q ---+ Q/Z ---+ 0

ainsi que I'hypothese n 2': 1). La proposition resulte done du cor. 4 it la prop. 14.

Exemples.
1) Prenons G = Z, n = 1. Soit A E Ch, et notons a I'automorphisme de A

defini par le generateur canonique de G. On verifie facilement (cf. [145], p. 197)
que H 1(G, A) s'identifie a AG = A/(a - l)A. On en conclut que le module
dualisant de G est Ie module QjZ, avec operateurs triviaux. On retrouve en
particulier Ie fait que sCdp (G) = 2 pour tout p.

2) Soit Ql la cloture algebrique du corps f-adique QI, et soit G le groupe
de Galois de Ql sur QI. On a cd(G) = 2, et Ie module dualisant correspondant
est Ie groupe J.L de toutes les racines de I'unite (chap. II, n? 5.2). La proposition
precedents redonne Ie fait que scd p (G) = 2 pour tout p, cf. chap. II, n" 5.3.
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4.1. Modules simples

Proposition 20. Soit G un pro-p-groupe. Tout G-module discret annule par p
et simple est isomorphe aZ/pZ (avec operateurs triviaux).

Soit A un tel module. II est clair que A est fini, et on peut Ie considerer
comme un G/U-module, ou U est un sous-groupe ouvert distingue convenable
de G. On est ainsi rarnene au cas ou G est un p-groupe (fini), cas qui est bien
connu (d. par exemple [145], p. 146).

Corollaire. Tout G-module discret fini et p-primaire admet une suite de com-
position dont les quotients successifs sont isomorphes aZ/pZ.

C'est evident.

Proposition 21. Soient Gun pro-p-groupe et nun entier. Pour que cd(G) ::; n,
il faut et il suffit que Hn+l(G, Z/pZ) = O.

Cela resulte des prop. 11 et 20.

Corollaire. Supposons que cd(G) soit egal an. Si A est un G-module discret
fini, p-primaire, et non nul, on a Hn(G,A)::f. O.

En effet, d'apres Ie corollaire it la prop. 20, il existe un homomorphisme
surjectif A -+ Z/pZ. Comme cd(G) ::; n, l'homomorphisme correspondant:

est surjectif. Mais Ia prop. 21 montre que Hn(G, Z/pZ) ::f. O. D'ou Ie resultat,

La proposition suivante precise Ia prop. 15:

Proposition 22. Soient G un groupe profini et H un sous-qroupe [erme dis-
tingue de G. On suppose que n = cdp(H) et m = cdp(G/H) sont finis. On a
l'egalite

cdp(G) =n+m

dans chacun des deux cas suivants:
(i) H est un pro-p-groupe et Hn(H, Z/pZ) est fini.
(ii) H est contenu dans le centre de G.
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Soit (G j H)' un p-groupe de Sylow de Gj H, et soit G' son image reciproque
dans G. On sait que cdp(G') cdp(G) n+m, et que cdp(G'jH) = m. Il suffira
done de prouver que cdp(G') = n +m, en d'autres termes on peut supposer que
G j H est un pro-p-groupe. On a d'autre part (cf. n? 3.3):

Dans Ie cas (i), Hn(H, ZjpZ) est fini et non nul (Proposition 21). Il s'ensuit que
Hm(GjH, Hn(H, ZjpZ)) est non nul (cor. a la prop. 21), d'ou Hn+m(G, ZjpZ) -#
oet cdp(G) = n +m.

Dans Ie cas (ii), Ie groupe H est abelien, done produit direct de ses sous-
groupes de Sylow He. D'apres la prop. 21, on a Hn(Hp,ZjpZ) -# 0 et comme
Hp est facteur direct dans H, il s'ensuit que Hn(H, ZjpZ) -# O. D'autre part, les
operations de GjH sur Hn(H, ZjpZ) sont triviales. En effet, dans Ie cas d'un
Hq(H, A) quelconque, ces operations proviennent de l'action de G sur H (par
automorphismes interieurs) et sur A (d. [145], p. 124), et ici ces deux actions
sont triviales. En tant que GjH-module, Hn(H, ZjpZ) est done isomorphe a-
une somme directe (Z/pZ)(I), l'ensemble d'indices I etant non vide. On a done:

ee qui acheve la demonstration comme ci-dessus.

Exercice.
Soit G un pro-p-groupe. On suppose que Hi(G, ZjpZ) est de dimension finie ni

sur Z/pZ pour tout i, et que ni = 0 pour i assez grand (i.e. cd(G) < +00). On pose
E(G) =E(-1)in i i c'est la caracteristique d'Euler-Poincare de G.

(a) Soit A un G-module discret, d'ordre fini pB. Montrer que les Hi(G, A) sont finis.
Si pn;(A) designs leur ordre, on pose:

Montrer que X(A) = a· E(G).
(b) Soit H un sous-groupe ouvert de G. Montrer que H possede les memes proprietes

que G, et que l'on a E(H) = (G : H) .E(G).
(c) Soit X/N =H une extension de G par un pro-p-groupe N verifiant les memes

proprietes. Montrer qu'il en est de meme de X et que l'on a E(X) =E(N)· E(G).
(d) Soit G 1 un pro-p-groupe. On suppose qu'il existe un sons-groupe ouvert G

de Gl verifiant les proprietes ci-dessus. On pose E(G1 ) = E(G)/(G1 : G). Montrer
que ce nombre (qui n'est plus necessairement entier) ne depend pas du choix de Gl.
Generaliser (b) et (c).

Montrer que E(Gl) f/: Z => G 1 contient un element d'ordre p (utiliser la prop. 14').
(e) On suppose que G est un groupe de Lie p-adique de dimension 1. Montrer,

en utilisant les resultats de M. Lazard ((102), 2.5.7.1) que l'on a E(G) = O.
(f) Soit G le pro-p-groupe defini par deux generateurs x, y et par la relation xP = 1.

Soit H Ie noyau de l'homomorphisme f : G ---+ Z/pZ tel que f(x) = 1, f(y) = O.
Montrer que H est libre de base {xiyx- i}, 0 $ i $ p - 1. En deduire que E(H) = 1- p
et E(G) =p-l - 1.
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4.2. Interpretation de HI: generateurs

Soit Gun pro-p-groupe. Dans toute la suite de ce §, on pose:

Hi(G) = Hi(G, Z/pZ) .

En particulier, H1(G) designe H1(G, Z/pZ) = Rom(G, Z/pZ).

Proposition 23. Soit f : G1 -+ G2 un morphisme de pro-p-qroupes. Pour que
I soit surjecii], il [aut et il suffit que H1(J) : H 1(G

2 ) -+ HI(GI) soit injectij.

La necessite est claire. Inversement, supposons que I(Gd i- G2 . II existe
alors un quotient fini P2 de G2 tel que I'image PI de f(GI) dans P2 soit distincte
de P2 . On sait (cf. par exemple Bourbaki A 1.73, prop. 12) qu'il existe un sous-
groupe distingue de P2, d'indice p, contenant Pl. En d'autres termes, il existe
un morphisme non nul n : P2 -+ Z/pZ qui applique PI sur O. Si l'on considere 1r

comme un element de H1(G2) , on a 1r E Ker HI(J), cqfd.

Remarque.
Soit G un pro-p-groupe. Notons G* Ie sons-groupe de G intersection des

noyaux des homomorphismes continus 1r : G -+ Z/pZ. On voit facilement que
G* = GP. (G,G), ou (G,G) designe I'adherence du groupe des commutateurs
de G. Les groupes G/G* et HI(G) sont duaux I'un de l'autre (Ie premier etant
compact et le second discret). La prop. 23 peut done se reformuler ainsi:

Proposition 23 bis. Pour qu'us: morphisme G I -+ G2 soit surjectiJ, il [aut. et
il suffit qu'il en soit meme du morphisme GI/Gi -+ G2/G2 qu'il definit.

Ainsi, G* joue Ie role d'un "radical", et la proposition precedente est analogue
au "Iemme de Nakayama", si utile en algebre commutative.

Exemple.
Si G est Ie groupe libre F(l) defini au n? 1.5, la prop. 5 montre que H1(G)

s'identifie a la somme directe (Z/pZ)(I), et G/G* au groupe produit (Z/pZ)I.

Proposition 24. Soit G un pro-p-groupe et soit I un ensemble. Soit

() : HI(G) -+ (Z/pZ)(I)

un homomorphisme.
(a) II existe un morphisme f : F(l) -+ G tel que ()= HI(J).
(b) Si () est injectiJ, un tel morphisme I est surjectij.
(c) Si () est bijectil, et si cd(G) ::; 1, un tel morphisme f est un isomorphisme.

Par dualite, () definit un morphisme ()' : (Z/pZ)1 -+ G /G* de groupes com-
pacts, d'ou en composant un morphisme F(I) -+ G/G*. Comme F(I) a la pro-
priete de relevement (cf, n" 3.4), on en deduit un morphisme f :F(l) -+ G qui
repond evidemment a la question. Si () est injectif, Ia prop. 23 montre que I est
surjectif. Si en outre cd(G) ::; 1, la prop. 16 montre qu'il existe un morphisme
9 : G -+ F(l) tel que fog = 1. On a HI(g)oHl(J) = 1. Si () =Hl(J) est bijectif,
il s'ensuit que Hl(g) est bijectif, done que 9 est surjectif. Comme fog = 1, ceci
montre que I et 9 sont des isomorphismes, et acheve la demonstration.
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Corollaire 1. Pour qu 'un pro-p-groupeG soit isomarphe Ii un quotient du pro-
p-groupe libre F(I), it faut et it suJfit que Hl(G) ait une base dont le cardinal
soa Card(I).

En effet, si cette condition est remplie, on peut plonger Hl(G) dans (ZjpZ)(I) ,
et appliquer (b).

En particulier, tout pro-p-groupe est quotient d 'un pro-p-groupe libre.

Corollaire 2. Pour qu'un pro-p-groupe soit tibre, il faut et il suJfit que sa di-
mension cohomologique soit 1.

C'est necessaire, on le sait, Reciproquement, si cd(G) 1, on choisit une
base (ei)iEI de H1(G)j cela donne un isomorphisme

et la prop. 24 montre que G est isomorphe it F(I).

Indiquons deux cas particuliers du corollaire precedent:

Corollaire 3. Soit G un pro-p-groupe, et soit H un sous-groupe ferme de G.
(a) Si G est libre, H est libre.
(b) Si G est sans torsion et si H est libre, et ouveTt dans G, alors G est libre.

L'assertion (a) est immediate. L'assertion (b) resulte de la prop. 14'.

Corollaire 4. Les pro-p-qroupes Fs(I) definis au n" 1.5 sont libres.

En effet, ces groupes verifient Ia proprieU de relevement de la prop. 16. Ils
sont done de dimension cohomologique 1.

On va preciser un peu le corollaire 1 dans le cas particulier au I est fini.
Si 91, ... , 9n sont des elements de G, nous dirons que les 9i engendrent G
(topologiquement) si le sons-groupe qu'ils engendrent (au sens algebrique) est
dense dans G; il revient au meme de dire que tout quotient GjU, avec U ouvert,
est engendre par les images des 9i.

Proposition 25. Soient g}, ... , 9n des elements d'un pro-p-groupe G. Les con-
ditions suivantes sont equivalentes:

(a) 91. ... , 9n engendrent G.
(b) L'homomorphisme 9 : F(n) -+ G defini par les 9i (cf. prop. 5) est surjec-

tif·
(c) Les images dans G/G* des 9i engendrent ce groupe.
(d) Tout 11'E H1(G) qui s'annule sur les gi est egal d O.

L'equivalence (a)¢}(b) se voit directement (elle resulte aussi de la prop. 24).
L'equivalence (b)¢}(c) resulte de la prop. 23 bis, et (c)¢}(d) se deduit de la
dualite reliant Hl(G) et G/G*.
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Corollaire. Le nombre minimum de generateurs de G est egal a la dimension
de Hl(G).

C'est clair.

Le nombre ainsi defini est appele Ie rang de G.

Ezercices.
1) Montrer que, si I est un ensemble infini, F.(I) est isomorphe a F(2J

) .

2) Pour qu'un pro-p-groupe G soit rnetrisable, il faut et il suffit que HI (G) soit
denombrable.

3) Soit G un pro-p-groupe. Posons GI = G, et definissons par recurrence Gn au
moyen de la formule G« = (Gn - l )* . Montrer que les G n forment une suite decroissante
de sous-groupes distingues fermes de G, d'intersection reduite a {I}. Montrer que les
Gn sont ouverts si et seulement si G est de rang fini.

4) On note n(G) le rang d'un pro-p-groupe G.
(a) Soit Fun pro-p-groupe libre de rang fini, et soit U un sous-groupe ouvert de F.

Montrer que U est un pro-p-groupe de rang fini, et que l'on a I'egalite:

n(U) - 1 = (F : U)(n(F) - 1) .

[Utiliser l'exercice du n" 4.1 en notant que E(F) = 1 - n(F).]
(b) Soit G un pro-p-groupe de rang fini. Montrer que, si U est un sous-groupe

ouvert de G, U est aussi de rang fini. Demontrer I'inegalite:

n(U) - 1 :5 (G : U)(n(G) - 1) .

[Ecrire G comme quotient d'un pro-p-groupe libre F de merne rang, et appliquer (a)
a l'image reciproque U' de U dans F.]

Montrer que, s'il y a egalite dans cette formule pour tout U, le groupe G est
libre. [Meme methode que ci-dessus. Comparer les filtrations (Fn ) et (Gn ) definies
dans l'exercice 3; montrer par recurrence sur n que la projection F G definit par
passage au quotient un isomorphisme de FIFn sur GIGn . En deduire que c'est un
isomorphisme.]

5) Soit G un groupe nilpotent engendre par une famille finie d'elements {Xl, ... , x n } .

(a) Montrer que tout element de (G,G) s'ecrit sous la forme:

(XI,YI)"'(Xn,Yn) , avecYiEG.

[Raisonner par recurrence sur la classe de nilpotence de G, et utiliser la filtration
centrale descendante Cm(G), d. Bourbaki LIE 11.44.]

Enoncer (et dernontrer) un resultat analogue pour les Cm(G), m > 2.
(b) On suppose que G est un p-groupe fini. Montrer que tout element du groupe

G* = GP(G,G) s'ecrit sous la forme

yg(Xl, Yl) ... (xn, Yn), avec Yi E G.

6) Soit G un pro-p-groupe de rang fini n, et soit {Xl, ... ,Xn } une famille d'elements
engendrant topologiquement G.

(a) Soit cp : G" -+ G l'application (YI,.'" Yn) ...... (Xl, YI) ... (xn, Yn)' Montrer que
l'image de cp est egale au groupe derive (G,G) de G. [Se ramener au cas ou G est fini
et utiliser l'exerc. 5.1 En deduire que (G, G) est ferme dans G. Meme enonce pour les
autres termes de la suite centrale descendante de G.

(b) Montrer (par la meme methode) que tout element de G* s'ecrit sous la forme
yg(XI, YI) ... (xn, Yn), avec Yi E G.
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(c) Soit F un groupe fini, et soit f : G -+ Fun homomorphisme de groupes (non
necessairement continu). Montrer que f est continu, i.e, que Ker(f) est ouvert dans G.
[Utiliser l'exerc. 1 du n" 1.3 pour montrer que F est un p-groupe si f est surjectif.
Raisonner ensuite par recurrence sur l'ordre de F. Si cet ordre est ega! a. p, utiliser (b)
pour montrer que G* est contenu dans Ker(f) , qui est done ouvert, Si cet ordre est> p,
appliquer l'hypothese de recurrence a. la restriction de f a. G*.)

(d) Deduire de (c) que tout sous-groupe d'indice /ini de G est ouvert. [J'ignore si
cette propriete s'etend a. tous les groupes profinis G qui sont topologiquement de type
fini.]

4.3. Interpretation de H 2 : relations

Soit F un pro-p-groupe, et soit R un sous-groupe ferrne distingue de F. Soient
rl, ... ,rn E R. Nous dirons que les ri engendrent R (comme sous-groupe dis-
tingue de F) si les conjugues des r i engendrent (au sens algebrique] un sous-
groupe dense de R. 11 revient au meme de dire que Rest le plus petit sous-groupe
ferme distingue de F contenant les rio

Proposition 26. Pour que les ri engendrent R (comme sons-groupe distingue
de F), il faut et il suffit que tout element 1r E H1(R)F/R qui s'annule sur les ri
soit egal d O.

[On a H1(R) = Hom(RIR*,ZlpZ) et le groupe FIR opere sur RIR* par
automorphismes interieurs, 11 opere done sur H1(R) - c'est un cas particulier
des resultats du n? 2.6.)

Supposons que les conjugues sr.s:' des ri engendrent un sous-groupe dense
de R, et soit 1r un element du groupe H1(R)F/R tel que 1r(ri) = 0 pour tout i.
Puisque 1r est invariant par FIR, on a 1r(gxg-1) = 1r(x) pour 9 E F et x E R.
On en eonclut que 1r s'annule sur les 9 ri g-l, done sur R, d'ou 1r = O.

Inversement, supposons eette condition verifiee, et soit R' le plus petit sous-
groupe fernie distingue de F eontenant les rio L'injection R' -+ R definit un
homomorphisme f : H1(R) -+ H1(R'), d'ou par restriction un homomorphisme
1: H1(R)F -+ H1(R')F. Si 1r E Ker(f), 1r s'annule sur R', done sur les ri, et
1r = 0 par hypothese. On en eonclut que Ker(f) ne eontient aueun element non
nul invariant par F. Vu le eorollaire a la prop. 20, eeci entraine Ker(f) = 0, et
la prop. 23 montre que R' -+ Rest surjeetif, d'ou R' = R, eqfd.

Corollaire. Pour que R puisse etre engendre par n elements (comme sous-
groupe distingue de F), il faut et il suffit que

dim H1(R)F/R :::; n .

C'est evidemment necessaire, Inversement, si dim H1(R)F/R :::; n, la dualite
existant entre H1(R) et RIR* montre qu'il existe n elements ri E R tels que
(ri,1r) = 0 pour tout i entraine 1r = O. D'ou le resultat cherche,

Remarque.
La dimension de H1(R)F/R sera appelee le rang du sous-groupe distingue R.
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On va appliquer ce qui precede au cas ou Fest egal au pro-p-groupe li-
bre F(n), et on posera G = FIR (Ie groupe G est done decrit "par generateurs
et relations").

Proposition 27. Les deux conditions suivantes sont equiualentes:
(a) Le sous-groupe R est de rang jini (comme sous-groupe distingue de F(n)).
(b) H 2(G) est de dimension jinie.

Si ces conditions sont oerifiees, on a l'egalite:

r = n - hI + h2 ,

ou rest le rang du sous-groupe distingue R, et hi = dim Hi(G). (Noter que hI
est Ie rang du groupe G.)

On applique la suite exacte du n? 2.6, en tenant compte de H 2 (F (n )) = O.
On trouve:

Cette suite exacte montre que HI(R)G et H2(G) sont simultanement finis ou
infinis, d'ou la premiere partie de la proposition. La deuxieme partie resulte aussi
de cette suite exacte (former la somme alternee des dimensions).

Corollaire. Soit G un pro-p-groupe tel que HI (G) et H 2(G) soient jinis. Soit
Xl, ... , Xn un systeme minimal de generateurs de G. Le nombre r des relations
entre les Xi est alors egal a La dimension de H2(G).

[Les Xi definissent un morphisme surjectif F(n) - G, de noyau R, et Ie rang
de R (comme sous-groupe distingue) est par definition, Ie "nombre des relations
entre les Xi".J

En effet, l'hypothese suivant laquelle les Xi forment un systerne minimal de
generateurs equivaut a dire que n = dim HI (G), cf. corollaire a la prop. 25. La
proposition montre que r = h2 , cqfd.

Remarque.
La demonstration de la prop. 27 utilise de facon essentielle l'homomorphisme

6 : H 1(R )G _ H 2(G), defini au moyen de la suite spectrale, i.e. par "trans-
gression". On peut en donner une definition plus elementaire (cf. Hochschild-
Serre [72]): on part de l'extension

1 --- RIR* --- FIR* --- G --- 1 ,

anoyau abelien RIR*. Si n : RIR* --> ZlpZ est un element de HI (R)G, n trans-
forme cette extension en une extension E1r de G par ZlpZ. La classe de E1r dans
H 2(G) est alors egale a -6(n). En particulier, sous les hypotheses du corollaire,
on obtient une definition directe de l'isomorphisme
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4.4. Un theoreme de Safarevic

Soit G un p-groupe fini. Soit n(G) le nombre minimum de generateurs de G,
et r(G) le nombre de relations entre ces generateurs (dans le pro-p-groupe libre
correspondant). On vient de voir que n(G) = dim H1(G) et r(G) = dimH2(G).

[On pourrait aussi faire intervenir le nombre minimum R(G) de relations
definissant G comme groupe discret. Il est trivial que R(G) r(G), mais je ne
vois aucune raison (pas plus en 1994 qu'en 1964) pour qu'il y ait toujours egalite.]

Proposition 28. Pour tout p-groupe fini G, on a r(G) n(G). La difference
r(G) - n(G) est egale au rang du groupe H3(G, Z).

La suite exacte 0 -t Z -t Z -t Z/pZ -t 0 fournit la suite exacte de coho-
mologie:

0---+ H1(G) ---+ H2(G, Z) H2(G, Z) ---+ H2(G)
---+ H3(G, Z)p ---+ 0 ,

ou H3(G, Z)p designe Ie sous-groupe de H3(G, Z) forme des elements annules
par p. Comme G est fini, tous ces groupes sont finis, et en faisant le produit
alterne de leurs ordres, on trouve 1. Ceci donne l'egalite:

r(G) = n(G) - t, avec t = dimH3 (G, Z)p .

Il est clair que test aussi Ie nombre de facteurs cycliques de H 3(G, Z), i.e. le
rang de ce groupe, d'ou la proposition.

Le resultat ci-dessus conduit a se poser la question suivante: la difference
r(G) - n(G) peut-elle etre petite? Par exemple, peut-on avoir r(G) - n(G) = 0
pour de grandes valeurs de n(G)? [Dans les seuls exemples connus, on a n(G) = 0,
1, 2 ou 3, cf. exerc. 2. Il n'en est rien. Dans [135], en 1962, Safarevic fait la
conjecture suivante:
(*) - La difference r(G) - n(G) tend vers l'infini avec n(G).

Peu de temps apres, Golod et Safarevic [56] ont demontre cette conjecture.
Plus precisement (voir Annexe 3):

'I'heoreme 1. Si G est un pro-p-groupe fini i= 1, on a r(G) > n(G)2 / 4.
(L'inegalite prouvee dans [56] est legerement moins bonne. Celle donnee ci-

dessus est due aGaschiitz et Vinberg, cr. [27], Chap. IX.)
La raison pour laquelle Safarevic s'interessait a cette question etait:

Theoreme 2 (d. [135], [136]). Si la conjecture (*) est vraie (ce qui est le cas),
le probleme classique des "tours de corps de classes" admet une reponse negative,
i. e. il existe des "tours" infinies.

De facon plus precise:

'I'heoreme 2'. Pour tout p, il existe un corps de nombres k, et une extension
galoisienne infinie L/k qui est non ramifiee et dont le groupe de Galois est un
pro-p-groupe.
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En particulier:

Corollaire 1. Il existe un corps de nombres k tel que toute extension finie de
k ait un nombre de classes divisible par p.

Corollaire 2. Il eziste une suite croissante de corps de nombres ki, de deqres
ni --+ 00 et de discriminants Di, tels que IDi!ljni soit independent de i,

La demonstration du tho 2' s'appuie sur le resultat suivant:

Proposition 29. Soit K/k une extension galoisienne non ramifiee d'un corps
de nombres k, dont le groupe de Galois G est un p-groupe fini. On suppose que
K n'a aucune extension cyclique non ramifiee de degre p. On note rl (resp. r2)
le nombre de conjugues reels (resp. complexes) de k, On a alors:

r(G) - n(G) rl + r2 .

(Lorsque p = 2, la condition de "non ramification" porte aussi sur les places
archimediennes. )

Demonstration de La prop. 29 (d'apres K.lwasawa [77]). Posons:
IK = groupe des ideles de K,
CK = I K / K*, groupe des classes d'ideles de K,
UK = sous-groupe de IK forme des elements (xv) tels que Xv soit une unite

du corps K v , pour toute v non archimedienne,
EK = K* n UK, groupe des unites du corps K,
Ek = groupe des unites du corps k,
CIK = IK/UK' K* = groupe des classes d'ideaux de K.
On a les suites exactes de G-modules:

o ----->UK/ EK -----> CK -----> ClK -----> 0

o -----> EK ----->UK ----->UK/ EK -----> 0

Le fait que K n'a pas d'extension cyclique non ramifiee de degre P se traduit,
via la theorie du corps de classes, en disant que ClK est d'ordre premier aPi les
groupes de cohomologie inic; ClK) sont done triviaux. Il en est de meme des
groupes jjq(G,UK): cela resulte de ce que K/k est non ramifiee, Appliquant la
suite exacte de cohomologie, on en deduit des isomorphismes

D'autre part, la theorie du corps de classes montre que jjq(G, CK) est isomorphe
a jjq-2(G, Z). En combinant ces isomorphismes, et en prenant q = -1, on
voit que jj-3(G,Z) = jjO(G,EK) = Ek/N(EK). Mais jj-3(G,Z) est dual de
H 3(G, Z), cf. [25], p. 250, done a merne rang. Appliquant la prop. 28, on voit que
r(G) - n(G) est egal au rang de Ek/N(EK)' D'apres le theoreme de Dirichlet, le
groupe Ek peut etre engendre par rl + r2 elements. Le rang de Ek/N(EK) est
done rl + r2, ce qui demontre la proposition. (Si k ne contient pas de racine
primitive p-ieme de l'unite, on peut meme majorer r(G) - n(G) par rl + r2 - 1.)
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Revenons maintenant au theorems 2'. Soit k un corps de nombres algebriques
(tatalement imaginaire si P = 2) et soit k(p) la plus grande extension galoisienne
non ramifiee de k dont le groupe de Galois G soit un pro-p-groupe. Il s'agit de
prouver l'existence de corps k tels que k(p) soit infini. Supposons en effet que
k(p) soit fini. En appliquant la proposition precedente a k(p)/k, on voit que l'on
a:

r(G) - n(G) ::; rl + r2 ::; [k : Q) .

Or n(G) est facile a evaluer, grace a la theorie du corps de classes: c'est le rang
de la composante p-primaire du groupe Clk. On peut construire des corps k, de
degres bornes, tels que n(G) --+ 00. Cela contredit la conjecture (*), cqfd.

Exemple.
Prenons p = 2. Soient PI. ... , PN des nombres premiers, deux a deux dis-

tincts, et congrus a1 mod 4. Soit k = Q(J-Pl" ·PN). Le corps k est un corps
imaginaire quadratique. On a rl = 0, r2 = 1. D'autre part, il est facile de voir
que les extensions quadratiques de k engendrees par les VPi, avec 1 ::; i ::; N,
sont non ramifiees et independantes. On a done n(G) '2: N et r(G) - n(G) ::; 1.

Remarque.
11 y a des resultats analogues pour les corps de fonctions d'une variable sur un

corps fini F q (on considere des "tours" OU certaines places fixees se decomposent
completement - comme le font les places archimediennes pour les corps de nombres).
Cela permet, pour tout q, de construire des courbes projectives irreductibles lisses Xi
sur F q ayant les proprietes suivantes (cf. [153], ainsi que Schoof (142)):

(a) Le genre gi de Xi tend vers l'infini.
(b) Le nombre des F q-points de Xi est 2 C(q)(gi -1), ou c(q) est une constante> 0

ne dependant que de q (par exemple c(q) = 2/9 si q = 2, cf. [142)).

Exercices.
1) Demontrer I'inegalite r(G) 2': n(G) de la prop. 28 en passant au quotient par le

groupe des commutateurs de G.

2) Soit nun entier. On considere des systemes c(i,j, k) d'entiers, avec i,j, k E [1,n),
qui sont alternes en (i, j).

(a) Montrer que, pour tout n 3, il existe un tel systeme jouissant de la propriete
suivante:

(*) - Si des elements Xl, .•. , Xn d 'une algebre de Lie 9 de caracteristique p verifient
les relations

[Xi,Xj) = Lc(i,j,k)Xk ,
k

on a Xi = 0 pour tout i.
(b) A tout systeme c(i,j, k), on assode le pro-p-groupe G; defini par n generateurs Xi,

et par les relations

( ) II p·c{i,i,k)
Xi,Xi = x k , i < i,

avec (x,y) =xyx-ly-l.
Montrer que dim Hl(Gc ) = n et dimH2(G

c ) = n(n - 1)/2.
(c) On suppose p =f. 2. Montrer que, si le systeme c(i,j, k) verifie la propriete (*)

de (a), le groupe Gc correspondant est fini.
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[Filtrer G en posant G: = G, Gn+l = (G, Gn ) . Le gradue assode gr(G) est une
algebre de Lie sur Z/pZ[7r]'OU deg(7r) = 1.Montrer que l'on a [Xi,Xi) = L:c(i, i. k)7r'Xk
dans gr(G).

En deduire que = 0, d'ou la finitude de gr(G), et celie de G.)
(d) Comment faut-il modifier ce que precede lorsque p = 2?
(e) Montrer que le pro-p-groupe engendre par trois generateurs X, y, z lies par les

trois relations

est un groupe fini (cf. J. Mennicke, [106]).

4.5. Groupes de Poincare

Soit n un entier 1, et soit G un pro-p-groupe. Nous dirons que G est un groupe
de Poincare de dimension n si G verifie les conditions suivantes:

(i) Hi(G) = Hi(G, Z/pZ) est fini pour tout i.
(ii) dimHn(G)=l.
(iii) Le cup-produit

Hi(G) x Hn-i(G) Hn(G) , i 0 quelconque,

est une forme bilineaire non degeneree.

On peut exprimer plus brievernent ces conditions en disant que l'algebre
H*(G) est de dimension finie, et verifie la dualite de Poincare. Noter que la
condition (iii) entraine que Hi(G) = 0 pour i > n. On a done ed(G) = n.

Exemples.
1) Le seul groupe de Poincare de dimension 1 est Zp (a. isomorphisme pres).

2) Un groupe de Poincare de dimension 2 est appele un groupe de Demuskin
(d. [147]). Pour un tel groupe, on a dimH2(G) = 1, ce qui montre (d. n? 4.3)
que G peut etre defini par une seule relation

ou d = rang(G) = dimH1(G) .

Cette relation n'est d'ailleurs pas quelconque. On peut la mettre sous forme
canonique, cf. Demuskin [43], [44], [45] ainsi que Labute [92]. Par exemple, si
p I- 2, on peut prendre:

R=X((Xl,X2)(X3,X4)"'(X2m-l,X2m), m= !dimH1(G), h= 1,2,"',00,

h

en convenant que xi = 1 si h = 00.

3) M. Lazard [102J a montre que, si G est un groupe analytique p-adique
de dimension n, compact et sans torsion, alors G est un groupe de Poincare de
dimension n. Cela foumit une bonne provision de tels groupes (autant - et meme
plus - que d'algebres de Lie de dimension n sur Qp).
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Si G est un groupe de Poincare de dimension n, la condition (i), jointe au
corollaire a la prop. 20, montre que les Hi(G, A) sont finis, pour tout A fini.
Comme d'autre part, on a cd(G) = n, Ie module dualisant I de G est defini
(cf. n? 3.5). On va voir qu'il fournit une vraie "dualite de Poincare":

Proposition 30. Soit G un pro-p-groupe de Poincare de dimension n, et soit
I son module dualisant. Alors:

(a) I est isomorphe d Qp/Zp comme groupe abelien.
(b) L'homomorphisme canonique i : Hn(G, I) -+ Q/Z est un isomorphisme

de Hn(G,I) sur Qp/Zp (identifie a un sons-groupe de Q/Z).
(c) Pour tout A E cb et tout entier i, le cup-produit

Hi(G,A) x Hn-i(G,A) Hn(G,I) = Qp/Zp

met en dualite les deux groupes finis Hi(G,A) et Hn-i(G,A).

[On note cb la categorie des G-modules discrets finis qui sont p-primaires.
Si A est un G-module, on pose A= Hom(A, I), cf. n? 3.5.]

La demonstration se fait en plusieurs etapes:

(1) - Dualite lorsque A est annuli par p.
C'est alors un Z/pZ-espace vectoriel. Son dual sera note A* (on verra plus

tard qu'il s'identifie a A). Le cup-produit definit pour tout i une forme bilineaire

Cette forme est non degeneree. En effet, c'est vrai lorsque A = Z/pZ par
definition meme des groupes de Poincare. Vu le corollaire a la prop. 20, il suffit
done de montrer que, si ron a une suite exacte 0 -+ B -+ A -+ C -+ 0, et si notre
assertion est vraie pour B et pour C, elle est vraie pour A. Cela resulte d'un
petit diagramme de type standard. Plus precisement, la forme bilineaire ecrite
ci-dessus equivaut ala donnee d'un homomorphisme

ai: Hi(G,A) Hn-i(G,A*)* ,

et dire qu'elle est non degeneree signifie que ai est un isomorphisme. D'autre
part, on a la suite exacte:

o --+ C* --+ A* B* --+ 0 .

En passant aux suites exactes de cohomologie, et en dualisant, on obtient Ie
diagramme:

-+ Hi-1(G,C) -+ Hi(G,B) -+ Hi(G,A) -+ Hi(G,C) -+

! ! + ! + !
-+ HHl(G,C*)* -+ Hi(G,B*)* -+ Hi(G,A*)* -+ Hi(G,C*)*-+

avec j = n - i.
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On verifie, par un simple calcul de cochaines, que les carres extraits de ce
diagramme sont commutatifs au signe pres [de faeon plus precise, les carres
marques + sont commutatifs, et Ie carre marque - a pour signature (_I)i].
Comme les fleches verticales relatives aBet C sont des isomorphismes, il en est
de meme de celles relatives aA, ce qui demontre notre assertion.

(2) - Le sous-groupe Ip de I forme des elements annules par pest isomorphe Ii
ZjpZ.

Prenons A annule par p. Le resultat que l'on vient de demontrer prouve
que Hn(G, A)* est fonctoriellement isomorphe aHomG(A, ZjpZ). D'autre part,
la definition meme du module dualisant montre qu'il est aussi isomorphe a
HomG(A,Ip). Vu I'unicite de l'objet representant un foncteur donne, on a bien
I p = ZjpZ.

(3) - Le module dualisant I est isomorphe (comme groupe abelien) Ii ZjpkZ ou
d QpjZp.

Cela resulte de la relation I p = ZjpZ, et des proprietes elementaires des
groupes de torsion p-primaires.

(4) - Si U est un sous-qroupe ouverl de G, U est un groupe de Poincare de
dimension n, et Cor: Hn(u) -+ Hn(G) est un isomorphisme.

Soit A = Mg(ZjpZ). On verifie facilement que A* est isomorphe it A et la
dualite dernontree dans (1) prouve que Hi(U) et Hn-i(U) sont duaux l'un de
l'autre. En particulier, dim Hn(U) = 1, et comme Cor: Hn(u) -+ Hn(G) est
surjectif (n" 3.3, lemme 4), c'est un isomorphisme. Enfin, il n'est pas difficile de
montrer que la dualite entre Hi(U) et Hn-i(U) est bien celle du cup-produit.

(5) - Pour tout A E cb, posons Ti(A) = li!!! Hi(U,A), pour U ouuert dans G
(les homomorphismes etant ceux de corestriction). On a alors T'(A) = 0 pour
i :f. n, et T" (A) est un foneteur exact en A (Ii valeurs dans la cateqorie des
groupes profinis abeliens).

II est clair que les T i forment un foncteur cohomologique (Ie foncteur lim.
etant exact sur la categoric des groupes profinis). Pour montrer que T' = 0 pour
i :f. n, il suffit done de le prouver pour A = ZjpZ. Mais alors les Hi(U) sont
duaux des Hn-i(U), et on est ramene it prouver que l!!!!. Hj (U) = 0 pour j :f. 0,
les homomorphismes etant ceux de restriction, ce qui est trivial (et vrai pour
tout groupe profini et tout module).

Une fois demontree la nullite des t-, i :f. n, l'exactitude de T" est automa-
tique.

(6) - Le groupe I est isomorphe d QpjZp, comme groupe abelien.
On sait que Hn(U, A) est dual de Homu (A, I). En passant a la limite, on

en deduit que Tn(A) = l!!!!. Hn(U, A) est dual de !!s Homu (A, 1). Vu (5), Ie
foncteur Hom(A, I) est exact; cela signifie que I est Z-divisible, et, en comparant
avec (3), on voit qu'il est isomorphe it QpjZp.
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(7) - L'homomorphisme Hn(G,I) Qp/Zp est un isomorphisme.
Le groupe des Z-endomorphismes de I est isomorphe a Zp (operant de

facon evidente). Comme ces operations commutent a l'action de G, on voit
que HomG(I, I) = Zp. Mais d'autre part, HomG(I, I) est aussi egal au dual de
Hn(G, I), cf. n? 3.5. On a done un isomorphisme canonique Hn(G, I) Qp/Zp,
et il n'est pas difficile de voir que c'est l'homomorphisme i.

(8) - Fin de la demonstration.
11 reste la partie (c), autrement dit la dualite entre Hi(G, A) et Hn-i(G, .4).

Cette dualite est vraie pour A = Z/pZ, par hypothese. A partir de la, on procede
par devissage, exactement comme dans (1). 11 suffit simplement d'observer
que, si 0 A B C 0 est une suite exacte dans Cb, la suite
o C B A 0 est aussi exacte (cela provient de ce que I est divis-
ible): on peut utiliser Ie meme genre de diagramme.

Corollaire. Tout sous-groupe ouveTt d'un groupe de Poincare est un groupe de
Poincare de meme dimension.

On l'a vu en cours de route.

Remarques.

1) Le fait que I soit isomorphe a Qp/Zp montre que A est canoniquement
isomorphe d A (comme G-module). On a une excellente dualite,

2) Notons Up le groupe des unites p-adiques (elements inversibles de Zp).
C'est le groupe des automorphismes de I. Comme G opere sur I, on voit que
cette operation est donnee par un homomorphisme canonique

X: G ---+ Up.

Cet homomorphisme est continu; il determine I (a isomorphisme pres); on peut
dire qu'il joue le role de l'homomorphisme d'orientation 11'1 {±1} de la topolo-
gie. Noter que, puisque G est un pro-p-groupe, X prend ses valeurs dans le sous-
groupe de Up forme des elements == 1 mod p. L'homomorphisme X est l'un
des invariants les plus interessants du groupe G:

a) Lorsque G est un groupe de Demuskin (i.e. n = 2), G est determine a
isomorphisme pres par les deux invariants suivants: son rang, et l'image de X
dans Up, cf. Labute [92], tho 2.

b) La dimension cohomologique stricte de G depend de Im(x):

Proposition 31. Soit G un pro-p-groupe de Poincare de dimension n, et soit
X : G Up l'homomorphisme qui lui est ossocie. Pour que scd(G) soit egal d
n + 1, il faut et il suffit que l'image de X soit finie.

Dire que Im(x) est finie revient a dire qu'il existe un sous-groupe ouvert U
de G tel que X(U) = {1}. Or cette derniere condition signifie que I U contient
(et est en fait egal a) Qp/Zp. D'ou le resultat, en vertu de la prop. 19.
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Remarque.

La structure du groupe est bien connue: si p =I- 2, il est isomorphe aZp,
et si p = 2, il est isomorphe a {±1} x Z2 (cf. par exemple [145], p. 220). La
prop. 31 peut done se reformuler ainsi:

Pour p =I- 2, scd(G) = n + 1 equivaut adire que X est trivial.
Pour p = 2, scd(G) = n + 1 equivaut adire que X(G) = {I} ou {±1}.

Exemple.
Supposons que G soit un groupe analytique p-adique de dimension n, et soit L(G)

son algebre de Lie. D'apres Lazard ([102), V.2.5.8), la caractere X assode a. G est donne
par:

Xes) = detAd(s) (s E G),

ou Ad(s) designe I'automorphisme de L(G) defini par t ........ sts- 1 . En particulier, on a
scdp(G) = n + 1 si et seulement si Trad(x) = 0 pour tout x E L(G); c'est Ie cas si
L(G) est une algebre de Lie reductive.

La proposition suivante est utile dans I'etude des groupes de Dernuskin:

Proposition 32. Soit G un pro-p-groupe, et soit n un entier 1. Supposons
que Hi(G) soit fini pour i S n, que dimHn(G) = 1, et que le cup-produit
Hi(G) x Hn-i(G) -+ Hn(G) soit non de.ge.ne.re pour i S n. Si en outre G est
infini, c 'est un groupe de Poincare. de dimension n.

II suffit evidemment de prouver que Hn+l(G) = O. Pour cela, il faut d'abord
etablir quelques proprietes de dualite:

(1) DuaIiU pour les G-modules finis A annuies par p.
On procede comme dans le (1) de la demonstration de la prop. 30. Le cup-

produit definit des homomorphismes

a . Hi(G A) ---+ Hn-i(G A*)*1..' " OS i S n.

Par hypothese, ce sont des isomorphismes pour A = Z/pZ. Par devissage on en
conclut facilement que ce sont des isomorphismes pour 1 SiS n - 1, que ao est
surjectif, et que an est injectif [la difference avec la situation de la prop. 30 est
qu'on ignore si les Hn+l sont nuls, ce qui donne de legers ennuis aux extremites
des suites exactes].

(2) Le foncteur HO(G, A) est
C'est une propriete generals des groupe profinis dont l'ordre est divisible par

pOD:
Si A est annule par pk (ici k = 1, mais peu importe), on choisit un sous-

groupe ouvert U de G operant trivialement sur A, puis un sons-groupe ou-
vert V de U d'indice divisible par pk. On pose A' = et 1'0n considere
l'homomorphisme surjectif 1r : A' - A, defini au n? 2.5. Par passage a HO,
on obtient Cor: HO(V,A) ........ HO(G,A). Cet homomorphisme est nul; en ef-
fet, il est ega! a Ncrv , lequel est egal a (U : V) .Nom L'homomorphisme
HO(G, A') ........ HO(G, A) est done nul, ce qui entraine que HO est coeffacable,
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(3) La dualite vaut en dimensions 0 et n.
II s'agit de prouver que ao et an sont bijectifs pour tout A annule par p.

II suffit (par transposition) de le faire pour ao. On choisit une suite exacte
0-+ B -+ C -+ A -+ 0, telle que HO(G,C) -+ HO(G,A) soit nul, cf, (2). On a
alors Ie diagramme:

o -+ HO(G,A) -+ H1(G,B) -+ H1(G,C)

! ! ! !
Hn(G,C*)* -+ Hn(G,A*)* -+ Hn-I(G,B*)* --+ Hn-I(G,C*)*

Les fleches relatives aux HI sont des isomorphismes. II s'ensuit que ao est injectif,
d'ou le resultat puisqu'on sait deja qu'il est surjectif.

(4) Le foncteur H" est exact d droite.
Cela resulte par dualite de ce que HO est exact agauche.

(5) Fin de La demonstration.
Le resultat que l'on vient de demontrer entraine que cd(G) :::; n. En effet, si

x E Hn+1(G, A), x induit 0 sur un sous-groupe ouvert U de G, et donne done 0
dans Hn+1(G,Mg (A)). En utilisant la suite exacte, et le fait que H" est exact
a droite, on voit que x = 0, cqfd,

Exercices.
1) Soit Gun pro-p-groupe commutatif. Montrer I'equivalence de:
(a) cdp(G) = n;
(b) G est isomorphe a (Zp)n;
(c) G est un groupe de Poincare de dimension n.

2) Soit G le groupe fondamental d'une surface compacte S de genre g; on sup-
pose 9 1 si S est orientable et 9 2 sinon. Soit Gp Ie p-complete de G. Montrer
que c'est un groupe de Demuskin, et que, pour tout Gp-module fini et p-primaire A,
Hi(Gpj A) -+ Hi(G, A) est un isomorphisme. Montrer que la dimension cohomologique
stricte de Gp est egale a 3, et expliciter l'invariant X de Gp.

3) Soit G Ie pro-p-groupe defini par deux generateurs x, y lies par la relation
x y X-I == yq, avec q E Zp, q == 1 mod p. Montrer que G est un groupe de Demuskin,
et que son invariant X est donne par les formules:

x(y) = 1 , x(x) = q .

Dans quel cas ce groupe est-il de dimension cohomologique stricte egale a3?
Application au p-groupe de Sylow du groupe affine ax + b sur Zp.

4) Soit G un pro-p-groupe de Poincare de dimension n, et soit I son module du-
alisant. Soit J = Hom(QpjZp, 1). Le G-module J est isomorphe a Zp comme groupe
compact, le groupe G operant au moyen de X.

(a) Soit A un G-module fini p-primaire. On pose Ao = A ® J, le produit tensoriel
etant pris sur Zp. Montrer que ..40 est canoniquement isomorphe au dual A· de A.

(b) Pour tout entier i 0, on considere la limite projective Hi(G, A) des groupes
d'homologie Hi(GjU, A), OU U est ouvert distingue dans G et opere trivialement dans A.
Etablir un isomorphisme canonique
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IOn utilisera la dualite existant entre Hi (GjU, A) et Hi(GjU, A*), cf. [25], p. 249-250.]

5) Soit G un pro-p-groupe de Poincare de dimension n > O.
(a) Soit H un sous-groupe ferme de G, distinct de G. Montrer que

est O. [Se ramener au cas ou H est ouvert, et utiliser la partie (4) de la demonstration
de la prop. 30.]

(b) On suppose que (G : H) = 00, i.e. que H n'est pas ouvert. Montrer que
cd(H) :S n - 1.

En particulier, tout sous-groupe ferme d'indice infini d'un groupe de Demuskin est
un pro-p-groupe libre.

6) Soient G un groupe de Demuskin et H un sous-groupe ouvert de G. Soient rc
et rn leurs rangs. Montrer que l'on a:

T'H - 2 = (G : H)(ra - 2) .

[Utiliser l'exerc. du n" 4.1, en remarquant que E(G) = 2 - rc et E(H) = 2 - rH.]
Inversement, cette propriete caracterise les groupes de Demuskin, cf. Dummit-

Labute [48].
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Dans tout ce paragraphe, G designs un groupe profini.

5.1. Definition de HO et de HI

Un G-ensemble E est un espace topologique discret sur lequel G opere con­
tinument; comme dans le cas des G­modules, cela revient adire que E = UEU,
pour U parcourant l'ensemble des sous­groupes ouverts de G (on note EU le
sous­ensemble de E forme des elements invariants par U). Si s E Get x E E,
le transforrne sex) de x par s sera souvent note Sx [mais jamais x", pour eviter
l'horrible formule x(st) = (xt)S)]. Si E et E' sont deux G­ensembles, un mor-
phisme de E dans E' est une application f : E -T E' qui commute a Paction
de G; lorsqu'on voudra preciser G, on dira "G­morphisme". Les G­ensembles
forment une categorie.

Un G-groupe A est un groupe dans la categorie precedente; cela revient a
dire que c'est un G­ensemble, muni d'une structure de groupe invariante par G
(i.e. Sexy) = SxSy). Lorsque A est commutatif, on retrouve la notion de G-
module, utilisee dans les paragraphes precedents.

Si E est un G­ensemble, on pose HO(G, E) = E G , ensemble des elements de
E invariants par G. Si E est un G­groupe, HO(G, E) est un groupe.

Si A est un G­groupe, on appelle l-cocycle (ou simplement cocycle) de G
dans A une application s t-+ as de G dans A qui est continue et telle que:

ast = asSat (s, t E G).

L'ensemble de ces cocycles est note Zl(G,A). Deux cocycles a et a' sont dits
cohomologues s'il existe b E A tel que = b-Ias"b. C'est Ill. une relation
d'equivalence dans ZI(G,A), et l'ensemble quotient est note HI(G,A). C'est
le "premier ensemble de cohomologie de G dans A"; il possede un element dis­
tingue (appele "element neutre" bien qu'il n'y ait pas de loi de composition
sur HI(G,A) dans le cas general): la classe du cocycle unite; on le note in­
differernment 0 ou 1. On verifie immediatement que

pour U parcourant l'ensemble des sous­groupes ouverts distingues de G; de plus,
les applications HI (G/U, AU) -T HI (G, A) sont injectives.
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Les ensembles de cohomologie HO(G,A) et HI(G, A) sont fonctoriels en A,
et comcident avec les groupes de cohomologie de dimension 0 et 1 lorsque A est
commutatif.

Remarques.
1) On aurait envie de definir aussi H2(G,A), H3(G,A), '" Je ne m'y ris­

querai pas; Ie lecteur que cela interesse pourra consulter Dedecker [38], [39] et
Giraud [54].

2) Les HI non abeliens sont des ensembles poinies; la notion de suite exacte
a donc un sens (l'image d'une application est egale a l'image reciproque de
I'element neutre); toutefois, une telle suite exacte ne donne aucun renseignement
sur la relation d'equivalence definie par une application; on rernediera ace defaut
(particulierement sensible dans [145], p. 131­134), grace ala notion de "torsion",
developpee au n? 5.3.

Ezercices.
1) Soit A un G­groupe, et soit A . G Ie produit semi­direct de G par A (defini de

telle sorte que sas- l = "a pour a E A et s E G).
Un cocycle a = (a.) E ZI(G, A) definit un relevement continu

fa: G --+ A·G

par fa(S) =a•. s, et reciproquement. Montrer que les relevements fa et fa' associes a
des cocycles a et a' sont conjugues par un element de A si et seulement si a et a' sont
cohomologues.

2) Soit G =Z; on note a Ie generateur canonique de G.
(a) Si E est un G­ensemble, a definit une permutation de E dont toutes les orbites

sont finies; inversement, une telle permutation definit une structure de G­ensemble.
(b) Soit A un G­groupe. Soit (a.) un cocycle de G dans A, et soit a = a". Montrer

qu'il existe n 1 tel que un(a) = a et que a·u(a) ... un­lea) soit d'ordre fini. Inverse­
ment, tout a E A pour lequel il existe un tel n correspond a un cocycle et a un seu!.
Si a et a' sont deux tels elements, les cocycles correspondants sont cohomologues si et
seulement s'il existe b E A tel que a' = b-l.a·u(b).

(c) Comment faut­il modifier ce qui precede lorsqu'on remplace Zpar Zp?

5.2. Espaces principaux homogenes sur A - nouvelle
definition de H 1(G, A)

Soit A un G­groupe, et soit E un G­ensemble. On dit que A opere a gauche
sur E (de facon compatible avec l'action de G) s'il opere sur E au sens usuel
et si S(a·x) = sa·sx pour a E A, x E E (ce qui revient a dire que l'application
canonique de A x E dans E est un G­morphisme). On ecrit aussi AE pour
rappeler que A opere a. gauche (notation evidente pour les operations a. droite).

Un espace principal hotnoqene sur A est un G­ensemble non vide P, sur lequel
A opere a droite (de facon compatible avec G) de facon a en faire un "espace
affine" sur A (i.e, pour tout couple x, YEP, il existe un a E A et un seul tel que
y = x . a). La notion d'isomorphisme entre deux tels espaces se definit de facon
evidente.
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Proposition 33. Soii A un G-groupe. II y a une correspondence bijective en-
tre l'ensemble des classes d'espaces principaux homoqenes sur A et l'ensemble
H1(G,A).

Soit P(A) Ie premier ensemble. On definit une application

de la maniere suivante:
Si P E P(A), on choisit un point x E P. Si s E G, on a Sx E P, done il existe

as E A tel que "x = x·as. On verifie tout de suite que s t-> as est un cocycle.
Changer x en x· b change ce cocycle en s t-> b-1assb, qui lui est cohomologue.
On peut done definir Aen convenant que A(P) est la classe de as.

En sens inverse, on definit J.t : H1(G, A) P(A) ainsi:
Si as E Zl (G, A), on note Pa le groupe A sur lequel G opere par la formule

"tordue" suivante:

Si 1'0n fait operer A adroite sur Pa par translations, on obtient un espace princi-
pal homogene. Deux cocycles cohomologues conduisent ades espaces isomorphes.
Cela definit l'application u, et l'on verifie sans mal que A 0 J.t = 1 et J.t 0 A= 1.

Remarque.
Les principaux consideres ci-dessus sont des principaux a droite. On definit

de meme la notion de principal agauche; on laisse au lecteur Ie soin de definir
une correspondance bijective entre les deux notions.

5.3. Torsion

Soit A un G-groupe, et soit P un espace principal homogene sur A. Soit F un
G-ensemble ou A opere a gauche (de facon compatible avec G). Sur P x F,
considerons la relation d'equivalence qui identifie un element (p, I) aux elements
(p-c, a-I I), a E A. Cette relation est compatible avec Paction de G, et le quotient
est un G-ensemble, note P x A F, ou pF. Un element de P x A F s'ecrit sous la
forme p·f, pEP, f E F, et 1'0n a (pa)f = p(aJ), ce qui justifie la notation.
Noter que, pour tout pEP, l'application f t-> p- fest une bijection de F sur pF;
pour cette raison, on dit que p Fest obtenu apartir de F en tordant au moyen
de P.

L'operation de torsion peut aussi se definir du point de vue des cocycles. Si
(as) E ZI(G, A), on note aF l'ensemble F sur lequel G opere par la formule

stf = as . sf.

On dit que aF s'obtient en tordant F au moyen du cocycle as.
La liaison entre ces deux points de vue est facile a faire: si pEP, on a vu

que p definit un cocycle as par la formule "p = p'as' L'application f t-> p-j de
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tout a I'heure est un isomorphisme du G-ensemble aF sur le G-ensemble pF;
on a en effet

p.SIf = P: as .
Sf = "p-" f = S(p·f) .

Ceci montre en particulier que aF est isomorphe abF si a et b sont cohomologues.

Remarque.
II faut observer qu'il n'y a pas en general d'isomorphisme canonique entre aF

et bF, et que par suite il est impossible d'identifier ces deux ensembles, comme
on serait tente de Ie faire. En particulier, la notation aF, avec a E H1(G, A), est
dangereuse (bien que commode... ). Inutile de dire qu'une telle difficulte existe
tout aussi bien en topologie dans la theorie des espaces fibres (que nous sommes
d'ailleurs en train de demarquer).

L'operation de torsion jouit d'un certain nombre de proprietes elementaires:

(a) aF est fonctoriel en F (pour des A-morphismes F F'),
(b) On a a(F x F') = aF x aF'.
(c) Si un G-groupe B opere a droite sur F (de facon a commuter a l'action

de A), B opere aussi sur aF.
(d) Si Fest muni d'une structure de G-groupe invariante par A, cette meme

structure sur aF est encore une structure de G-groupe.

Exemples.
1) On prend pour F le groupe A lui-meme, les operations etant les transla-

tions a gauche. Comme les translations a droite commutent aux translations a
gauche, la propriete (c) ci-dessus montre que A opere adroite sur aF, et I'on voit
tout de suite que I'on obtient ainsi un espace principal homogene sur A (c'est
celui note aP au n? precedent).

Dans la notation P x AF, cela s'ecrit:

PxAA=P,

formule de simplification que I'on rapprochera de E ®A A = E.

2) On prend encore pour F Ie groupe A, les operations etant cette fois donnees
par les automorphismes isiterieurs. Comme ceux-ci respectent la structure de
groupe de A, la propriete (d) montre que aA est un G-groupe [on pourrait tordre
de merne tout sous-groupe distingue de A]. Par definition, aA a meme ensemble
sous-jacent que A, et les operations de G sur aA sont donnees par la formule

(s E G, x E A).

Proposition 34. Soit F un G-ensemble OU A opere agauche (de facon com-
patible avec G), et soit a un cocycle de G dans A. Alors le groupe iordu aA opere
sur aF, de fa<;on compatible avec G.

II faut voir que l'application (a, x) f-+ ax de aA x «F dans aF est un
G-morphisme. C'est un calcul immediat,
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Corollaire. Si P est un principal homoqene sur A, le groupe pA opere Ii gauche
sur P, et fait de P un espace principal homoqene agauche sur pA.

Le fait que pA opere sur P est un cas particulier de la prop. 34 (ou se voit
directement, au choix). 11 est clair que cela definit sur P une structure d'espace
homogene principal a gauche sur pA.

Remarque.
Si A et A' sont deux G-groupes, on definit de maniere evidente la notion

d'espace (A, A')-principal: c'est un espace principal sur A (a gauche), et sur A'
(a droite), les operations de A et A' commutant. Si P est un tel espace, le
corollaire precedent montre que A s'identifie a pA'. Si Q est un espace (A', A")-
principal (A" etant un autre G-groupe) , l'espace Po Q = P X A'Q est muni
d'une structure canonique d'espace (A', A")-principal. On ohtient ainsi une loi
de composition (non partout definie) sur l'ensemble des espaces "biprincipaux".

Proposition 35. Soit P un espace principal a droite sur un G-groupe A, et
soit A' = pA le groupe correspondant. Si l'on associe a tout espace principal
homoqetu: Q (a droite) sur A' le compose Q 0 P, on obtient une bijection de
H1(G, A') sur Hl(G, A) qui transforme l'element neutre de Hl(G, A') en la
classe de P dans H1(G, A}.

[Plus brievement: si l'on tord un groupe A par un cocycle de A Iui-meme, on
trouve un groupe A' qui a meme cohomologie que A en dimension 1.]

On definit I'oppose P de P ainsi: c'est un espace (A, A'}-principal, identique
a P comme G-ensemble, Ie groupe A operant a gauche par a-p = p·a- 1 , et le
groupe A' a droite par p-o' = a,-l.p. En faisant correspondre a tout principal
a droite R sur A le compose R 0 P, on obtient par passage aux classes une
application reciproque de celle donnee par Q t-+ Q 0 P, d'ou la proposition.

Proposition 35 bis, Soit a E Zl(G,A), et soit A' = aA. A tout cocycle
dans A' associons . as j on obtient un cocycle de G dans A, d 'oii une bijection

ta : Zl(G,A') ---+ Zl(G, A) .

Par passage au quotient, ta dCfinit une bijection

'fa : H1(G, A'} ---+ H1(G, A}

transformant l'element neutre de HI(G,A') en la classe a de a.

C'est essentiellement une transcription de la proposition precedents en termes
de cocycles. On peut aussi la demontrer par calcul direct.

Remarques.
1) Lorsque A est abilien, on a A' = A et 'fa est simplement la translation par

la classe a de a.

2) Les prop. 35 et 35 bis, pour evidentes qu'elles soient, n'en sont pas moins
utiles. Ce sont elles, on le verra, qui permettent de determiner les relations
d'equivalence qui interviennent dans les diverses "suites exactes de cohomologie".
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Ezercice.
Soit A un G-groupe. Soit E(A) I'ensemble des classes d'espaces (A, A)-principaux.

Montrer que la composition fait de E(A) un groupe, et que ce groupe opere sur
H 1(G, A). Si A est abelien, E(A) est produit semi-direct de Aut(A) par le groupe
H 1(G, A). Dans Ie cas general, montrer que E(A) contient comme sous-groupe Ie quo-
tient de Aut(A) par les automorphismes interieurs definis par les elements de AG

.

Comment peut-on definir E(A) au moyen de cocycles?

5.4. Suite exacte de cohomologie associee it. un sous-groupe

Soient A et B deux G-groupes, et soit u : A B un G-homomorphisme. Cet
homomorphisme definit une application

Soit a E H1(G, A). Supposons que l'on veuille decrire la fibre de a pour v, c'est-
a-dire l'ensemble v-1(v(a)). Choisissons un cocycle a representatif de a, et soit
b son image dans B. Si l'on pose A' = aA, B' = bB, il est clair que u definit un
homomorphisme

u' : A' ---+ B ' ,

d'ou v' : H1(G, A') H1(G, B').
On a en outre le diagramme commutatif suivant (ou les lettres Ta et Tb

designent les bijections definies au nO precedent):

H1(G,A) .z, H1(G,B)

4 4
H1(G,A') H1(G,B').

Comme Tb transforme l'element neutre de H1(G, B') en v(a), on en deduit que
Ta est une bijection du noyau de v' sur la fibre v-1(v(a)) de a. En d'autres
termes, la torsion permet de transformer toute fibre de v en un noyau - et ces
noyaux eux-memes peuvent figurer dans des suites exactes (cf. [145]' lac. cit.).

On va appliquer ce principe au cas Ie plus simple, celui au A est un sous-
groupe de B.

On introduit l'espace homogene B IA des classes agauche de B suivant Aj
c'est un G-ensemble, et HO(G, BIA) est defini. De plus, si x E HO(G, BIA),
l'image reciproque X de x dans B est un espace principal homogene (a droite)
sur Aj sa classe dans H1(G, A) sera notee 6(x). Le cobord ainsi defini jouit de
la propriete suivante:

Proposition 36. La suite d'ensembles poitites:

est exacte.
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Le plus simple consiste a traduire la definition de 0 en termes de cocycles;
si c E (BIA)G, on choisit b E B se projetant sur c, et on pose a, = b-l·'bj
c'est un cocycle dont la classe est o(c). Son expression meme montre qu'il est
cohomologue a 0 dans B, et que tout cocycle de G dans A cohomologue a 0 dans
B est de cette forme. D'ou la proposition.

Corollaire 1. Le noyau deHl(G,A) ---+ Hl(G, B) s'identifie d l'espace quotient
de (BIA)G par l'action du groupe BG.

L'identification se fait grace a 0; il faut voir que o(c) = o(c') si et seulement
si il existe b E BG tel que be= c'; c'est facile.

Corollaire 2. Boit 0: E Hl(G, A), et soit a un cocycle representant 0:. Les
elements de Hl(G, A) ayant meme image que 0: dans Hl(G, B) correspondent
bijectivement aux elements du quotient de HO (G, aBI aA) par l'action du groupe
HO(G,aB).

Cela resulte par "torsion" du corollaire 1, suivant ce qui a ete explique plus
haut.

Corollaire 3. Pour que Hl(G, A) soit denombrable (resp. fini, resp. reduit d un
element), il faut et il suffit qu'il en soit de meme de son image dans H1(G, B),
ainsi que de tous les quotients (aBlaA)G l(aB)G, pour a E ZI(G, A).

Cela resulte du corollaire 2.

11 se trouve que l'on peut decrire explicitement l'image de HI (G, A) dans
HI(G, B) [tout comme si Hl(G, BIA) avait un sens}:

Proposition 37. Soit {3 E HI(G, B) et soit bE Zl(G, B) un representant de {3.
Pour que {3 appartienne d l'image de Hl (G, A), il faut et il suffit que l'espace
b(BIA), obtenu en tordant BIA au moyen de b, ait un point invariant par G.

[Combine avec le cor. 2 ala prop. 36, ceci montre que l'ensemble des elements
de H1(G, A) ayant pour image {3 est en correspondance bijective avec le quotient
HO(G,b(BIA))1HO(G,bB).]

Pour que {3 appartienne a l'image de HI(G, A), il faut et il suffit qu'il existe
b E B tel que b-1b,'b appartienne a A pour tout s E G. Si c designs l'image de b
dans BIA, ceci signifie que c = bs'sc, c'est-a-dire que c E HO(G,b(BIA)), cqfd.

Remarque.
La prop. 37 est analogue au classique theoreme d'Ehresmann: pour que le

groupe structural d'un fibre principal puisse etre reduit a un sous-groupe donne
de celui-ci, il faut et il suffit que l'espace fibre en espaces homogenes associe ait
une section.
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5.5. Suite exacte de cohomologie associee it. un sous-groupe
dist.ingue

On suppose A distingue dans B, et l'on pose e = BfA; ici, e est un G-groupe.

Proposition 38. La suite d'ensembles poinies:

est exacte.

La verification est immediate (cf. [145], p. 133).

Les fibres de l'application H1(G, A) --t H1(G, B) ont ete decrites au n° 5.4.
Toutefois, le fait que A soit distingue dans B simplifie cette description. On note
tout d'abord ceci:

Le groupe eC opere de [aeon. naturelle (a droite) sur HI (G, A). En effet, soit
c E c«, et soit X(c) son image reciproque dans Bj le G-ensemble X(c) est muni,
de facon naturelle, d'une structure d'espace (A, A)-principal; si P est principal
pour A, le produit PoX(c) est encore principal pour A, d'ou I'operation cherchee,
[Traduction en termes de cocycles: on releve c en b E B; on a "b = b· X s , avec
X s E A; it. tout cocycle as de G dans A, on associe le cocycle b-1asbxs = b-1as"b;
sa classe de cohomologie est la transformee de celle de (as) par c.J

Proposition 39. (i) Si c E eC , on a 8(c) = l·c, ou 1 represente I'element
neutre de HI(G, A).

(ii) Deux elements de H1(G, A) ont meme image dans HI(G, B) si et seule-
ment si its sont transformes 1'un de l'autre par un element de c",

(iii) Soit a E ZI(G, A), soit 0: son image dans HI(G, A), et soit c E eC . Pour
que 0:' C = 0:, il jaut et il suffit que c appartienne d l'image de l'homomorphisme
HO(G, aB) --t HO(G, e).

[On note aB Ie groupe obtenu en tordant B au moyen du cocycle a - etant
entendu que A opere sur B par automorphismes interieurs.]

L'equation 8(c) = l-c resulte de la definition meme de o. D'autre part, si
deux cocycles as et de A sont cohomologues dans B, il existe b E B tel que
= b-1as"b; si c est l'image de b dans e, on en deduit Sc = c, d'ou c E eC , et il

est clair que c transforme la classe de as en celle de La reciproque est triviale,
ce qui demontre (ii). Enfin, si b « B releve c, et si o:·c = 0:, il existe x E A tel que
as = x-Ib-Iassbsx, ce qui s'ecrit aussi bx = asS(bx)a;l, i.e. bx E HO(G,aB).
D'ou (iii).

Corollaire 1. Le noyau de HI (G, B) --t HI (G, e) s'identifie au quotient de
H1(G, A) par l'action du groupe cr:

C'est clair.
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Corollaire 2. Soit {3 E HI(G, B), ci soit b un cocycle representant {3. Les
elements de HI (G, B) avant meme image que {3 dans HI (G, C) correspondent
bijectivement aux elements du quotient de HI (G, bA) par l'action du groupe
HO(G,bC ) ,

[Le groupe B opere sur lui-meme par automorphismes interieurs, et laisse
stable A; cela permet de tordre la suite exacte 1 A B C 1 par Ie
cocycle b.J

Cela resulte du cor. 1 par torsion, comme on l'a explique au n? precedent.

Remarque.
La Proposition 35 montre que HI (G, bB) s'identifie aHI (G, B), et de meme

HI(G'bC) s'identifie aHI(G,C). Par contre, HI(G'bA) n'a en general aucune
relation avec HI(G,A).

Corollaire 3. Pour que HI(G, B) soit denombrable (resp. jini, resp. reduit aun
element), il faut et il suffit qu'il en soit de meme de son image dans HI (G, C),
ainsi que de ious les quotients HI(G,bA)/(bC)C, pour s« ZI(G,B).

Cela resulte du cor. 2.

Ezercice.
Montrer que, si l'on associe it.tout c E CG la classe de l'espace (A, A)-principal X (e),

on obtient un homomorphisme de CG dans le groupe E(A) defini dans l'exercice du
nO 5.3.

5.6. Cas d'un sous-groupe abelien distingue

On suppose A abelien et distingue dans B. On conserve les notations du
n'' precedent. On note additivement HI(G,A), qui est maintenant un groupe
abelien. Si a E HI (G, A), et c E CC, on note a C Ie transforme de a par c, defini
comme on l'a vu plus haut. On se propose d'expliciter cette operation

Pour cela, on remarque que l'homomorphisme evident CC Aut(A) fait
operer CC (a gauche) sur le groupe HI(G,A); le transforme de a par c (pour
cette nouvelle action) sera note c . a.

Proposition 40. On a a C = c- I . a + 8(c) pour a E HI(G, A) et c E CC.

C'est un simple calcul: si l'on releve c en b E B, on a "b = b·x s , et la classe de
x; est 6(c). D'autre part, si as est un cocycle de la classe a, on peut prendre pour
representant de a C Ie cocycle b-Ia.sb, et pour representant de c-I'a Ie cocycle
b-Iasb. On a b-Ia.sb = b-Iasb· X s, d'ou la formule.

Corollaire 1. On a 8(c'c) = 8(c) + c- I ·8(c').

On ecrit que aC'c = (aC')c. En developpant, cela donne la forrnule voulue,

Corollaire 2. Si A est dans le centre de B, 6 : CC HI(G, A) est un homo-
morphisme, et a C = a + 8(c).
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C'est clair.

On va maintenant se servir du groupe H2(G, A). A priori, on aurait envie
de definir un cobord: H 1(G, C) ....... A). Sous cette forme, ce n'est possible
que lorsque A est contenu dans le centre de B (cf. n? 5.7). On a cependant un
resultat partiel, qui est le suivant:

Soit c E Z1 (G, C) un cocycle de G dans C. Puisque A est abelien, C opere
sur A, et Ie groupe tordu cA est bien defini, On va associer a c une classe
de cohomologie L\(c) E H 2(G, cA). Pour cela, on releve c; en une application
continue s 1-+ b, de G dans B, et l'on forme l'expression:

La 2-cochaine ainsi obtenue est un cocycle avaleurs dans cA. En effet, si l'on
tient compte de la facon dont G opere sur cA, on voit que cela revient al'Identite:

-1 b s s:' -1 1as,t' s at,u s . as,tu . ast,u = , (s, t, u E G),

ou, en explicitant:

b sb-1b-1 b sb stb sb- 1b- 1 b sb b- 1 b stb- 1b- 1 1st t s . stu tu s . s tu stu' stu u st = ,

ce qui est bien exact (tous les termes se detruisent).
D'autre part, si l'on remplace Ie relevement bs par le relevement le

cocycle as,t est remplace par le cocycle . as,t> avec

, (r ') 'b s 'b-1 ,-1as,t = ua s,t = as' s at s . ast

cela se verifie par un calcul analogue au precedent (et plus simple). Ainsi, la
classe du cocycle as,t est bien determines; on la note L\(c).

Proposition 41. Pour que la classe de cohomologie de c appartienne d l'image
de H1(G,B) dans H 1(G,C), il/aut et il suffit que L\(c) soit nul.

C'est evidemment necessaire, Reciproquement, si L\(c) = 0, ce qui precede
montre que l'on peut choisir b, de telle sorte que bsSbtb;/ = 1, et b, est un
cocycle de G dans B d'image egale a c. D'ou la proposition.

Corollaire. Si H 2(G, cA) = 0 pour tout c E Z1(G, C), l'application

est surjective.

Exercices.
1) Retrouver la prop. 40 en utilisant l'exercice du n? 5.5 et Ie fait que E(A) est

produit semi-direct de Aut(A) par H1(G,A).

2) Soient c et c' E Zl (G, C) deux cocyclescohomologues. Comparer .1(c) et .1(c').
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5.7. Cas d'un sous-groupe central

On suppose maintenant que A est contenu dans le centre de B. Si a = (as) est
un cocycle de G dans A, et b= (bs ) un cocycle de G dans B, on verifie aussitot
que a-b = (as ·bs) est un cocycle de G dans B. De plus, la classe de a-b ne depend
que des classes de a et de b. On en conclut que le groupe abelien HI (G, A) opere
sur l'ensemble HI(G, B).

Proposition 42. Deux elements de HI(G, B) ont meme image dans HI(G, C)
si et seulement si ils sont transformes l'uti de l'autre par un element de HI(G, A).

La demonstration est immediate.

Soit maintenant c E ZI(G, C). Comme C opere trivialement sur A, le groupe
tordu eA utilise au n? 5.6 s'identifie canoniquement a. A, et l'element Ll(c) appar-
tient a. H2(G, A). Un calcul facile (cf. [145], p. 132) montre que Ll(c) = Ll(c') si c
et c' sont cohomologues. Ceci definit une application zl : HI(G, C) -+ H 2(G, A).
En combinant les prop. 38 et 41, on obtient:

Proposition 43. La suite

1 --+ AG --+ BG --+ CG

est exacte.

Comme d'habitude, cette suite ne fournit de renseignements que sur le noyau
de HI(G,C) -+ H 2(G,A), et pas sur la relation d'equivalence correspondante.
Pour en obtenir, il faut "tordre" les groupes consideres. Plus precisement, ob-
servons que C opere par automorphismes sur B et que ces automorphismes sont
triviaux sur A. Si c = (cs ) est un cocycle de G dans C, on peut done tordre la
suite exacte 1 -+ A -+ B -+ C -+ 1 au moyen de c, et 1'on obtient la nouvelle
suite exacte

1 --+ A --+ eB --+ cC --t 1 .

D'o\.1 un nouvel operateur cobord Lle : HI(G,eC) -+ H 2(G,A). Comme on a en
outre une bijection canonique Te : HI(G,eC) -+ H 1(G,C), on peut s'en servir
pour comparer Ll et Lle. Le resultat est le suivant:

Proposition 44. On a Ll 0 Te(-y/) = Lle(-y') + Ll(-y), ou"( E Hl(G, C) desiqne'
la classe de c, et ou "(' parcourt HI (G, eC).

Soit t; un cocycle representant "('. On choisit comme ci-dessus une cochaine
bs (resp. dans B (resp. dans eB) relevant c, (resp. On peut representor
Ll(-y) par le cocycle

et Lle(-y/) par le cocycle
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, b' b sb'b- 1 b' -1as,t = s " s t s . st .

D'autre part Teb') peut etre represente par que l'on releve en On
peut done representor L1 0 Teb') par le cocycle

/I b'b sb,sb b- 1b,-1as,t = s s : t t : st st .

Comme as,t est dans Ie centre de B, on peut ecrire:

, b'b sb'b- 1 v.:'as,t . as,t = sSt s as,t st

En remplacant as,t par sa valeur et en simplifiant, on constate qu'on trouve
d'ou la proposition.

Corollaire. Les elements de H 1(G, C) avant meme image que '"Y par L1 corre-
spondent bijectivement aux elements du quotient de H 1(G, eB) par l'action de
H 1(G, A).

En effet, la bijection T;1 transforme ces elements en ceux du noyau de

et les prop. 42 et 43 montrent que ce noyau s'identifie au quotient de H1(G, eB)
par l'action de H1(G, A).

Remarques.
1) lei encore, il est faux en general que H 1(G, eB) soit en correspondance

bijective avec H 1(G, B).

2) On laisse au lecteur le soin de formuler les criteres de denombrabilite,
finitude, etc., qui resultent du corollaire precedent.

Exercice.
Comme CG opere sur B par automorphismes interieurs, il opere aussi sur H 1(G, B).

Notons
(c,{3) ...... c*{3 (c E CG

, {3 E H1(G,B»

cette action. Montrer que I'on a:

ou t5(c) est I'image de c dans H1(G, A), cf. n° 5.4, et ou Ie produit t5(C)-l . {3 est relatif
a l'action de H1(G,A) sur H1(G,B).
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5.8. Complements

On laisse au lecteur le soin de traiter les points suivants:

a) Extensions de groupes

Soit Hun sous-groupe ferme distingue de G, et soit A un G-groupe. Le groupe
G/H opere sur AH, ce qui fait que HI(G/H,AH) est defini. D'autre part, si
(ah) E ZI(H, A) et si s E G, on peut definir Ie transforms sea) du cocycle
a = (ah) par la formule:

s(a)h = s(as-1hs) .

Par passage au quotient, Ie groupe G opere sur HI (H, A), et l'on verifie que
H opere trivialement. On peut done dire que G/H opere sur HI(H,A), tout
comme dans le cas abelien. On a une suite exacte:

1 ----+ HI(G/H,AH) ----+ HI(G,A) ----+ HI(H,A)G/H ,

et I'application HI(G/H,AH) -+ HI(G,A) est injective.

b) Induction

Soit H un sons-groupe ferme de G, et soit A un H-groupe. Soit A* = M/J (A) le
groupe des applications continues a* : G -+ A telles que a*(hx) = ha*(x) pour
b e H et x E G. On fait operer G sur A* par la formule (9a*)(x) = a*(xg). On
obtient ainsi un G-groupe A* et l'on a des bijections canoniques

et

5.9. Une propriete des groupes de dimension
cohomologique < 1

Le resultat suivant aurait pu figurer au n? 3.4:

Proposition 45. Soit I un ensemble de nombres premiers, et supposons que
cdp(G) S; 1 pour tout p e I, Le groupe G possede alors la propriete de releuement
pour les extensions 1 -+ P -+ E -+ W -+ 1, ois E est fini, et ou l'ordre de P
n'est divisible que par des nombres premiers appartenant aI.

On raisonne par recurrence sur l'ordre de P, Ie cas ou Card(P) = 1 etant
trivial. Supposons done Card(P) > 1, et soit p un diviseur premier de Card(P).
Par hypothese, on apE I. Soit R un p-groupe de Sylow de P. Nous allons
distinguer deux cas:

a) Rest distingue dans P. C'est alors l'unique p-groupe de Sylow de P, et il
est distingue dans E. On a les extensions:
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1 ---+ R ---+ E ---+ E IR ---+ 1

1 ---+ PIR ---+ E/R ---+ W ---+ 1 .

Comme Card(PIR) < Card(P), l'hypothese de recurrence montre que l'homo­
morphisme f : G W donne se releve en g : G EIR. D'autre part, puisque
R est un p­groupe, la prop. 16 du n? 3.4 montre que g se releve en h: G E.
On a bien ainsi releve f.

b) R n'est pas distingue dans P. Soit E' Ie normalisateur de R dans E, et
soit P' Ie normalisateur de R dans P. On a P' = E'np. D'autre part, l'image de
E' dans West egale il W tout entier. En effet, si x E E, il est clair que x Rx- I

est un p­groupe de Sylow de P, et la conjugaison des groupes de Sylow entraine
l'existence d'un yEP tel que xRx- 1 = yRy-l. On a alors y-Ix E E', ce qui
montre que E = p. E', d'ou notre assertion. On deduit de lil l'extension:

1 ---+ P' ---+ E' ---+ W ---+ 1 .

Comme Card(P') < Card(P), l'hypothese de recurrence montre que Ie mor­
phisme f : G W se releve en h : G E', et comme E' est un sous­groupe
de E, cela acheve la demonstration.

Corollaire 1. Toute extension de G par un groupe profini P dont l'ordre n'est
divisible que par des nombres premiers appartenant aI est scindee.

Le cas ou Pest fini se deduit directement de la proposition precedente et du
lemme 2 du n? 1.2. On passe de lil au cas general par Zornification, comme au
n" 3.4 (voir aussi exerc. 3).

Remarque.
Le corollaire precedent redonne Ie fait qu'une extension d'un groupe fini A

par un groupe fini Best scindee lorsque les ordres de A et de B sont premiers
entre eux (cf. Zassenhaus, [189], Chap. IV, § 7).

Un groupe profini G est dit projectij (dans la categoric des groupes profinis) s'il
a la propriete de relevement pour toute extension; cela revient a dire que, pour tout
morphisme surjectif j : G' G, ou G' est profini, il existe un morphisme r : G ­t G'
tel que j 0 r = 1.

Corollaire 2. Si G est un groupe profini, les propriete» suivantes sont equivalentes:
(i) G est projectij.
(ii) cd(G) S 1.
(iii) Pour tout nombre premier p, les p-groupes de Sylow de G sont des pro-p-groupes

libres.

L'equivalence (ii) ¢} (iii) est connue. L'implication (i) =? (ii) est claire (cf. prop. 16).
L'implication (ii) =? (i) resulte du cor. 1, applique au cas ou I est l'ensemble de tous
les nombres premiers.

Exemples de groupes projectifs: (a) le complete d'un groupe libre (discret) pour la
topologie des sous­groupes d'indice fini; (b) un produit direct Dp Fp , oil chaque Fp est
un pro­p­groupe libre.
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Proposition 46. Les hypotheses etant celles de La prop. 45, soit

l--A--B--C--l

une suite exacte de G-groupes. Supposons que A soit jini, et que tout nombre
premier divisant l'ordre de A appartienne a I. Alors l'application canonique
Hl(G, B) H 1(G, C) est surjective.

Soit (cs ) un cocycle de G a valeurs dans C. Si 1r designe l'homomorphisme
B C, soit E l'ensemble des couples (b,s), avec b E B, s E G, tels que 1r(b) = Cs.
On munit E de la loi de composition suivante (cf. exerc. 1 du n? 5.1):

(b,s)·(b',s') = (b.sb',ss') .

Le fait que Css' = Cs.sCs' montre que 1r(b·Sb') = Css' , ce qui rend licite la definition
precedente. On verifie tout de suite que E, muni de cette loi de composition et
de la topologie induite par celle du produit B x G, est un groupe compact. On
a des morphismes evidents A E et E G, qui font de E une extension de G
par A. Vu Ie corollaire 1 a. la prop. 45, cette extension est sclndee. Il existe done
une section continue s 1-+ es qui est un morphisme de G dans E. Si l'on ecrit
es E E sous la forme (bs' s), Ie fait que s 1-+ es soit un morphisme se traduit par
Ie fait que bs est un cocycle de G dans B relevant Ie coeycle c, donne. D'ou la
proposition.

Corollaire. Soit 1 A B -+ C 1 une suite exacte de G-groupes. Si
A est jini, et si ed(G) S 1, l'application canonique H 1(G, B) Hl(G, C) est
surjective.

C'est Ie cas particulier ou I est l'ensemble de tous les nombres premiers.

Exercices.
1) Soit 1 -t A -t B -t C -t 1 une suite exacte de G-groupes, avec A abelien fini. Le

precede utilise dans la demonstration de la prop. 46 attache it. tout c E Zl(G, C) une
extension E; de G par A. Montrer que l'action de G sur A deduite de cette extension
est celle de cA, et que l'image de Ec dans H2(G, cA) est egale it. I'element Ll(c) defini
au n" 5.6.

2) Soit A un G-groupe fini, d'ordre premier it. l'ordre de G. Montrer que l'on a
H1(G,A) = O. [Se ramener au cas fini, ou Ie resultat est connu: c'est une consequence
du theoreme de Feit-Thompson disant que les groupes d'ordre impair sont resolubles.]

3) Soit 1 -t P -t E -t G -t 1 une extension de groupes profinis, ou G et P satisfont
aux hypotheses du cor. 1 it. la prop. 45. Soit E' un sons-groupe ferme de E se projetant
sur G, et minimal pour cette propriete (d. n° 1.2, exerc. 2); soit p' = p n E'. Montrer
que p' =1. [Sinon, il existerait un sous-groupe ouvert P" de P'; normal dans E', avec
p" # r'. En appliquant la prop. 45 it. l'extension 1 -t p' / p" -+ E' / pll -t G -+ 1, on
en deduirait un relevement de G dans E' / r", d'ou un sous-groupe ferme E" de E', se
projetant sur G, et tel que E" npl = P"; cela contredirait le caractere minimal de E'.]
En deduire une autre demonstration du cor. 1 it. la prop. 45.

4) (a) Soit P un groupe profini. Demontrer I'equivalence des proprietes suivantes:
(i) P est limite projective de groupes nilpotents finis.
(ii) Pest produit direct de pro-p-groupes.
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(iii) Pour tout p premier, P a un seul p-groupe de Sylow.
Un tel groupe est dit pronilpotent.
(b) Soit f : G ...... P un morphisme surjectif de groupes profinis. On suppose que

P est pronilpotent. Montrer qu'il existe un sous-groupe pronilpotent P' de G tel que
f(P') = P. [Ecrire P comme quotient d'un produit F = 01' Fl" oil les Fl' sont des
pro-p-groupes libres, et relever F ...... G en F ...... G grace au cor. 2 de la prop. 45.]

Lorsque P et G sont des groupes finis, on retrouve un resultat connu, cf. Huppert
[74], III.3.1O.)

5) Montrer que tout sous-groupe ferme d'un groupe projectif est projectif.
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Annexe 1. (J. Tate) - Quelques theoremes de
dualite

Traduction libre d'une lettre datee du 28 mars 1963

... Tu es inutilement prudent en ce qui concerne le module dualisant: aucune hypothese
de finitude n'est necessaire. De facon generale, soit Run anneau topologique dans lequel
les ideaux bilateres ouverts forment un systeme fondamental de voisinages de O. Si I
est un tel ideal et si M est un R-module, soit MI = HomR(R/I, M) Ie sons-module
de M forme des elements annules par I. Soit C(R) la categorie des R-modules M
qui sont reunions des MI. Soit T : C(R)O -+ (Ab) un foncteur additif contravariant
transformant limites inductives en limites projectives, Un tel foncteur T est exact Ii
gauche si et seulement si il est representable. Lorsque R est discret, ce resultat est bien
connu: l'application M = HomR(R, M) -+ Hom(T(M) ,T(R» definit un morphisme de
foncteurs

aM : T(M) -+ HomR(M, T(R»

qui est bijectif lorsque M est libre, done aussi pour tout M si T est exact a gauche
(utiliser une resolution libre de M). Dans le cas general, si I est un ideal bilatere
ouvert de R, la categoric C(R/I) est une sous-categorie pleine de C(R), et le foncteur
d'inclusion C(R/I) C(R) est exact et commute II s'ensuit que, si T est exact
a. gauche, il en est de meme de sa restriction a. C( R/I), et, pour tout M E C(R/I), on
a un isomorphisme fonctoriel

T(M) -+ HomR(M, T(R/I) .

Si I'on applique ceci a M = R/Io, ou 10 :::> I, on voit que T(R/lo) = T(R/I)lo' En
posant E = liml_oT(R/I), on en deduit T(R/lo) = Elo; appliquant la formule (*)
it 10 , on en tire

T(M) = HomR(M, E) pour tout ME C(R/Io).

Enfin, si M est arbitraire, on a:

T(M) = }!!!!. T(Mlo) = }!!!!. HomR(Mlo, E) = HomR(M, E) .

Bien entendu, l'additivite de T suffit a definir Ie morphisme fonctoriel

aM : T(M) -+ HomR(M, E) ,

et le bon enonce consiste a. dire que les trois proprietes suivantes sont equivalentes:

(i) T exact a. gauche, To .!!m = }!!!!. 0 T
(ii) T semi-exact, (T 0 -+ (}!!!!. 0 T) surjectif, et os« est injectif pour tout M
(iii) aM est bijectif pour tout M.

***

Soit maintenant G un groupe profini. Si A E Cc et si S est un sons-groupe ferrne
de G, on posera:
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Dr(S, A) = !.!!E. Hr(V, A)" ,
vos

la limite etant prise sur les sous-groupes ouverts V de G contenant S, et par rapport
aux transposes Cor" des homomorphismes de corestriction. [On rappelle que, si B est
un groupe abelien, on note B* le groupe Hom(B, Q/Z).] Les Dr(S, A) forment un
foncteur homologique contravariant: a toute suite exacte 0 -+ A' -+ A -+ A" -+ 0
correspond une suite exacte:

... ---+ Dr(S,A) ---+ Dr(S,A') ---+ Dr-l(S,A") ---+ Dr_ 1(S,A) ---+ ...

On pose Dr(A) = Dr({l}, A)j du fait que G/U opere sur Hr(U, A), on a Dr(A) E Ca.
En particulier, posons:

E; = Dr(Z) = !!mHr(G,Z[G/U])*

= !.!!E. Dr(Z/mZ) = Em Hr(G, (ZjmZ)[G/U])* .
m U.m

On peut appliquer ce qu'on a dit au debut aux anneaux topologiques

R = ZIG] = Z[G/U] et R' = Z[G] = .

On a C(R) = Oa, C(R') = Cb. D'ou (en prenant pour Tie foncteur Hr(G, ).) des
morphismes fonctoriels

aM: Hr(G,Mr ---+ Homa(M,Er) pour M E Co

aM: Hr(G,Mr ---+ pour M E Cb·

Comme T transforme !.!!E. en on en deduit l'equivalence des trois conditions
suivantes:

aM est bijectif pour tout M E Ca,
aM est injectif pour tout M E Ca,
scd(G) r.

Meme chose en remplacant aM par aM, Co par Cb, et scd(G) par cd(G).

Supposons maintenant cd(G) r. On a alors:

Er+1 =Dr+1(Z) = Dr(Q/Z) = EmHr(U,Q/Zr

= = .

On retrouve ainsi ton critere:

scdp(G) = r + 1 <==? contient un sons-groupe isomorphe a Qp/Zp.

Exemple: G = Z, E{ = QjZ, d'ou E2 = Hom(QjZ, Q/Z) = Z. On en conclut que,
pour tout M E Oa, on a:

H 2 (G,M r = Homa(M,Z).

Si cd(G) = scd(G) = r, alors bien sur est le sous-module de torsion de Er • Exemple:
si G = G(Qp/Qp), la theorie du corps de classes local montre que E2 = EmK*, ou K*
designe la compactification naturelle du groupe multiplicatifK* , Ie corps K parcourant
l'ensemble des extensions finies de Qpj Ie groupe p, = est bien Ie sous-groupe de
torsion de E2.

***
Passons aun thioreme de dualite.Le mieux que je puisse faire est le drole de fourbi

suivant:
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Definition. Si A EGG, on dit que cd(G, A) n si Hr(S, A) = °pour tout r > n et
tout sous-groupe ferrne S de G.

Lemme 1. Soit A EGG. Les trois proprietes suivantes sont equivalentes:

(i) cd(G, A) = 0.
(ii) Pour tout sous-groupe ouvert distingue U de G, le G/U-module AU est coho-

mologiquement trivial.
(iii) Pour tout couple U, V, avec V :J U, forme de sous-groupes ouueris distingues

de G, l 'homomorphisme

N: Ho(V/U,Au ) --+ HO(V,U,Au )

defini par la trace est bijectif.

L'equivalence de (ii) et (iii) resulte du tho 8, p. 152, de [145], applique a q =
-1,0. D'autre part, si (i) est verifie, la suite spectrale HP(V/U, Hq(U,A)) => H(V,A)
degenere: comme sa limite est triviale, on en conclut que HP(V/U, AU) =°pour p i= 0,
d'ou (ii). Inversement, si (ii) est verifie, on a:

HP(V,A) = .!!mHP(V/U,Au ) =° pour p i= 0,

d'ou HP(S, A) = .!!mv:::>s HP(V, A) = °pour tout sous-groupe ferme S de G, ce qui
demontre (i).

Soit maintenant A EGG, et soit

0--+ A --+ XO --+ Xl --+ ...

une resolution canonique de A, par exemple celIe donnee par les cochaines homogenes
continues (non necessairement "equivariantes"). Soit Z" Ie groupe des cocycles de X".
On a la suite exacte:

(1) 0--+ A --+ XO --+ Xl --+ ... --+ x n
-
l --+ Zn --+ °.

Lemme 2. cd(G,A) n cd(G,Zn) = 0.

En effet, pour tout r i= 0, on a:

Hr(S, Zn) = Hr+I(S, Zn-l) = ... = Hr+n(S, A) .

'I'heoreme 1. Si cd(G, A) n, on a une suite spectrale de type homologique:

(2) E 2 - H (G/U Hn-q(U A)) ==> H + - Hn-(p+q)(G A)vs >: p, , p s >: "

assocsee Ii tout sous-groupe ouvert distingue U de G.

De plus cette suite spectrale est fonctorielle en U: si V C U, l'homomorphisme
Hp(G/V,Hn-q(V,A)) -+ Hp(G/U, Hn-q(U, A)) a considerer est celui qui provient de
G/V -+ G/U et de l'homomorphisme Cor: Hn-q(V, A) -+ Hn-q(U, A).

Corollaire. Si cd(G,A) n, pour tout sous-qroupe ferme distingue N de Gil existe
une suite spectrale de type cohomologique:

(3)

En particulier, pour N = {I}:

(4)
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Le corollaire se deduit du theoreme 1 en appliquant Ie foncteur dualite ", en util-
isant la dualite pour la cohomologie des groupes finis [i.e. la formule Hp(GIU, B)* =
HP(GIU,B*), cf. [25J, p. 249-250J, et en prenant la limite inductive pour les U con-
tenant N.

Le theoreme Llui-meme n'est pas difficile it.demontrer. On considere Ie complexe:

(5) 0 --+ (Xo)u --+ (XIf --+ ... --+ (Xn-I)u --+ (zn)U --+ 0

deduit de (1). On Ie recrit sous forme homologique:

(6) o --+ Yn --+ Yn- I --+ ... --+ YI --+ Yo --+ 0 .

On a done Hq(Y) = Hn-q(U,A) pour tout q.
Appliquons maintenant aY le foncteur "chaines par rapport a GIU". On obtient

un complexe double C.. de type homologique:

Passant id'homologie "dans ladirection de q", on trouve Cp(GIU, Hn-q(U, A» puisque
Cp est un foncteur exact. Prenant ensuite l'homologie dans la direction de p, on obtient
le terme E;q = Hp(GIU, Hn-q(U, A» cherche. D'autre part, si l'on prend d'abord
l'homologie par rapport it. p, on trouve Hp(GIU, Yq). Ces groupes sont nuls pour p=!O
it. cause des lemmes 1 et 2; les memes lemmes montrent que, pour p = 0, on a:

On obtient ainsi un complexe dont la (co)homologie est Hn-q(G, A), comme on le
desirait. D'ou le theoreme.

Applications:

T'heoreme 2. Soii G un groupe profini et soit n un entier 2 O. Les conditions suiv-
antes sont equivalentes:

(i) scd(G) = n, En =Dn(Z) est divisible, et Dq(Z) = 0 pour q < n.
(ii) scd(G) = n, Dq(A) =0 pour q < n lorsque A E CG est de type fini sur Z.
(iii) HT(G, Hom(A, En» = Hn-T(G, A)* pour tout r, et pour tout A E CG de type

fini sur Z.

De merne:

Theoreme 3. Les conditions suivantes sont equivalentes:

(i) cdCG) = n, Dq(ZlpZ) = 0 pour q < n et tout nombre premier p.
(ii) cd(G) = n, Dq(A) = 0 pour q < n et tout A E C/;.
(iii) HT(G, Hom(A, =Hn-T(G, A)* pour tout r et tout A E

Note que D; (Z) est toujours nul et que Do(Z) = 0 si l'ordre de G est divisible par
poo pour tout p. Ainsi, si scd(G) = 2, le groupe G verifie les conditions du theoreme 2
(pour n = 2) si et seulement si E2 est divisible. C'est le cas pour G(Qp/Qp) par

exemple. Ce n'est pas le cas pour G(klk), ou k est un corps de nombres totalement
imaginaire. Too bad ...

Void une application du theorsme 3:
Si G est un pro-p-groupe analytique tel que cdp(G) < 00, Ie theoreme de dualite (iii)

s'applique [i.e. G est un groupe de Poincare dans la terminologie du n? 4.5J. En effet,
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on sait d'apres Lazard que G contient un sons-groupe ouvert U qui est un groupe
de Poincare; comme les Dq sont les memes pour U et pour G, on en conclut que
Dq(Z/pZ) = 0 pour q < n et on applique (i) => (iii) feet argument dernontre en
fait ceci: si G est un pro-p-groupe de dimension cohomologique finie contenant un
sons-groupe ouvert qui est un groupe de Poincare, alors G est lui-meme un groupe de
Poincare.]



Annexe 2. (J-L. Verdier) - Dualite dans la
cohomologie des groupes profinis

§ 1. Modules induits et co-induits

Definitions 1.1. Soient G un groupe profini, V un sous-groupe ouvert, Y un V-module
discret topologique. Le module induit M8(Y) a ete defini au chap. 1, § 2, n° 5 (oil il
a ete note M6 (Y) ... ). Le module co-induit est defini par:

= Z(G) z(V)Y .

C'est un G-module par I'mtermediaire du premier facteur. On verifie que c'est un
G-module discret topologique (c'est le module induit dans la terminologie de [145)).

Soit X un G-module discret, topologique. Designant par XO le V-module sous-
jacent, on posera Xv = et vX = M8(XO). Xv est un foncteur en X.
C'est aussi un foncteur covariant en V. Si V' est un sous-groupe ouvert de G contenu
dans V, on definit de maniere evidente une application X v- -+ X v , De meme v X est
un foncteur covariant en X et contravariant en V.

On se propose d'etudier les foncteurs X v et v X .

Proposition 1.2. Le bi-foncteur (V, X) ....... X vest canoniquement isomorphe au bi-
joncteur: (V, X) ....... Z( G jV) zX.

L 'operation de G sur ce dernier module est:

9 : z x t-+ gz gx 9 E G, x E X, z E Z(GjV).

De meme Ie bi-foncteur v X est isomorphe au bi-foncieur:

(V,X) ....... Homz(Z(GjV), X) ,

ou l'operation de G sur ce dernier module est:

(ga)(z) = g(a(g-lz» a E Homz(Z(GjV), X), z E Z(GjV), 9 E G.

Indiquons simplement comment on definit les isomorphismes. Soit gO la classe, dans
GjV, d'un element de 9 de G. A tout element de Xv associons I'element de
Z(GjV)®zX. On verifie qu'on definit ainsi un isomorphisme de Xv sur Z(GjVO®zX,
fonctoriel en X et en V. De meme, a tout element a de vX, i.e. a toute application
continue a : G -+ X verifiant

a(vg) = va(g) v E V, 9 E G,

associons l'application a : G -+ X : 9 ....... ga(g-l). On verifie que l'application a se
factorise par GjV et que par suite elle definit un element de Homz(Z(GjV), X). On
verifie ensuite facilement que l'application ainsi definie est un isomorphisme fonctoriel
en X et en V.

Par abus de notation, nous noterons encore X v et v X les foncteurs Z(G jV)®zX et
Homz(Z(GjV), X). Les proprietes de ces foncteurs sont resumees dans la proposition
suivante:
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Proposition 1.3. 1) II existe des isomorphismes tri-fonctoriels:

Homo(Xv, Y) ....:::.. Homo (X, vY) .z, Homv(X, Y) .

2) Pour un sous-groupe ouvert V donne, il eziste un isomorphisme fonctoriel en X:
iv : Xv -+ vX. (Cet isomorphisme ne saurait evidemment pas etre fonctoriel en V.)

3) Les foncteurs X f-+ Xv et X f-+ V X sont exacts en X et commutent aux limites
inductives et projectives quelconques.

4) Lorsque X est un G-module injectif, les G-modules Xv et vX sont injectifs.

5) Soit V' un sous-groupe ouvert de G, contenant V et normalisant V. V' opere
d droite sur Xv Z(GjV) ® zX par l'intertnediaire de V' jV. Cette structure de V '-
module d droite est fonctorielle en X. Elle est aussi fonctorielle en V au sens suivant.
Soii U un sous-groupe ouvert de G contenu dans V et invariant dans V'. L 'application
canonique: Xu -+ X vest compatible avec les structures de V' -modules.

De meme, V' opere d gauche sur vX = Homz(Z(GjV),X) par l'intermediaire
de V' jV. Les operations de V' commutent aux operations de G. Cette structure de
V' -module d gauche est fonctorielle en X et en V.

De plus, si nous transformons Ie V' -module d droite X v en un V' -module d gauche
en posant: v' *x = XV

,-1, l'isomorphisme iv de (2) est un isomorphisme de V' -modules.

6) Pour la structure de V' jV-module d droite de Xv, on a:

Hi(V'jV,XV) = 0 pour i =I 0 et Ho(V'jV,Xv) = Xv' ,

6)' Pour la structure de V' jV-module d gauche de vX, on a:

Hi(V'jV,vX) = 0 pour i=l0 et HO(V'jV,vX)=v'X

Demonstration. La premiere assertion est triviale it partir de la deuxieme definition
des foncteurs Xv et vX. L'isomorphisme iv de la deuxierne assertion s'obtient en
considerant la base canonique de Z(GjV). Les proprietes (3) et (4) se deduisent alors
formellement des proprietes (1) et (2). La demonstration de (5) n'est qu'une suite de
verifications triviales. Demontrons les proprietes (6) et (6)'. Z(GjV) est un V'jV-
module it droite induit. Done Xv et vX sont des V'/V-modules induits. Reste it voir
que Ho(V'/V,Xv) = Xv' et que HO(V'/V,vX) = v,X ce qui est evident.

Nous utiliserons les modules induits pour construire des resolutions. De maniere
precise, soient X un G-module discret, XO le groupe abelien sous-jacent, KO(X) =
Mo(XO) le module induit correspondant , e(X) : X -+ KO(X) l'injection canon-
ique, Zl(X) == coker(e(X)), et jl(X) : KO(X) -+ Zl(X) le morphisme canonique.
Definissons alors par recurrence pour tout entier i 2 1:

Ki(X) == KO(Zi(X)) , ei = e(Zi(X)) ,

ZH1(X) = coker(gi), ji+l = /(Zi(X)) ,

di - 1 = ei 0/ .
On a defini ainsi un complexe K*(X) fonctoriel en X, et un morphisme fonctoriel
e : id -+ K* faisant de K*(X) une resolution de X.

Proposition 1.4. K* est un foncteur covariant, additif, exact, commutant aux limites
inductives filtrantes. Pour tout entier positif i et pour tout G-module discrei X, Ie G-
module Ki(X) est cohomologiquement trivial (i.e. cd(G,Ki(X)) = 0, cf. Annexe 1).
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La derniere assertion est evidente car les Ki(X) sont des modules induits. Pour
prouver la premiere assertion, il suflit de prouver que KO(X) est un foncteur exact en
X et qu'il commute aux limites inductives filtrantes. Soit:

o--+ X' --+ X --+ X" --+ 0

une suite exacte de G-modules discrets. La suite:
o --+ X,O --+ XO --+ XI/O --+ 0

des groupes abeliens sous-jacents, est exacte.
On en deduit immediatement que la suite:

0--+ Ma(X'o) --+ Ma(Xo) --+ Ma(X"o) --+ 0

est exacte. Soit de meme Xc> un systeme inductif filtrant de G-modules discrets et
X = Xc>' Soit m le morphisme canonique

--+ KO(X) .
c>

Le morphisme m est evidemment injectif; montrons qu'il est surjectif. Pour cela, il
suflit de montrer que toute application continue: a : G --+ X, se factorise par un Xc>'
Or G etant compact et X discret, l'image de G par a est finie. Cette image est done
contenue dans l'image, dans X, d'un Xc>'

Definition 1.5. Toute resolution de X, fonctorielle en X, possedant les proprietes de
la proposition 1.4, sera appelee [oncteur resolvant (cf. Tohoku [59]).

Proposition 1.6. Soient (Ki, cl) et (K2,c2) deux foncteurs resolvants. Il existe un
foncteur resoluati: (Kj, c3) et deux morphismes de foncteurs resolvants

: Ki --+ Ki I : K; --+ Ki ,
tels que le diagramme suivant soit commutatif:

id ..:..!.... tc;
1 1

m 3

K; -2. x;
Soit K3(X) Ie complexe simple assode au double complexe: Kt(K4(X». Le fonc-

teur Ki etant exact, le complexeKj (X) est acyclique sauf en dimension zero. Le fone-
teur X ....... Ki (X) est exact et commute aux limites inductives filtrantes. De plus pour
tout entier i 0, K;(X) est cohomologiquement trivial car il est somme directe de G-
modules cohomologiquement triviaux. Enfin les morphismes d'injection des complexes
Ki(X) et K2(X) dans le double complexe Kt(K4(X» definissent des morphismes de
complexes

K; --+ Ki

fonctoriels en X, qui induisent un isomorphisme sur les objets de cohomologie, tels que
le diagramme suivant soit commutatif:

X ..:..!.... Ki(X)

1
m 3

K;(X) -2. Ki(X)
ce qui permit de definir le morphisme C3 et acheve la demonstration.
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§ 2. Homomorphismes locaux

Definition 2.1. Soient 8 un sous-groupe ferme de G, X et Y deux G-modules discrets.
On posera:

Homs(X, Y) = l!.!!!. Homv(X, Y) ....:::.. Homa(Xv, Y) ....:::.. Homa(X, vY) ,

les limites inductives etant prises suivant Ie systeme projectif des sous-groupes ouverts
V contenant 8.

Le groupe Homs(X, Y) sera appele Ie groupe des homomorphismes locaux en 8.
Lorsque 8 = {I}, on posera Homs(X, Y) = Hom(X, Y).

Proposition 2.2. Soit U un sous-qroupe [ernu: de G, contenant 8 et normalisant 8.

1) Le groupe U18 opere sur Homs(X, Y), faisant de Homs(X, Y) un Ul8-module
discret topologique; de plus: H°(U18,Homs(X, Y)) = Homu(X, Y).

2) Si Y est injecti], on a cdu/s(Homs(X, Y)) = o.

3) Les foncteurs derives droits de Y f-+ Homs(X, Y) (a valeurs dans la categorie
des UI8-modules) sont:

Y) = l!.!!!. Y) ....:::.. l!.!!!. v ,Y) ....:::.. l!.!!!. Exta(X, v Y) .
vos V::JS

Demonstration. 1) On veri fie sans difficultes que Hom(X, Y) est Ie plus grand sous-
module de Homz(X, Y) sur lequel G opere contimlment et que

Hom(X, Y)s = Homs(X, Y) .

L'assertion s'en deduit immediatement.
2) II faut montrer que, pour tout sons-groupe U et tout entier i > 0,

Hi(UI8,Homs(X, Y)) = O.

Or tout sous-groupe ouvert VI contenant 8 contient un sons-groupe ouvert V, con-
tenant 8 et normalise par U. On en deduit que

HO(UI8, Homs(X, Y)) = l!.!!!. H°(U. VIV,Homv(X, Y)) ,
V::JS

la limite etant prise sur les sous-groupes V normalises par U. Par suite, d'apres chap. I,
§ 1, prop. 8, on peut supposer que 8 est ouvert.

Soit Z· une resolution [indexee par les entiers negatifs) du UI8-module Z, par des
U18-modules libres de type fini. On a alors:

H*(UI8,Homs(X, Y)) = Y)) 1 .

Mais, 8 etant ouvert, on a Homs(X, Y) = Homs(X, Y). II vient alors en utilisant les
isomorphismes canoniques:

H*(U18, Homs(X, Y)) = Y))) .

Les termes du complexe Z· sont des sommes directes de modules isomorphes aZ(U18).
Par suite, les termes du complexe Y) sont des sommes directes de modules

1 designe le complexe des morphismes.
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isomorphes aHomz(Z(U18), Y). Or Y est G-injectif, done U-injectif. Par suite, d'apres
la prop. 1.3, Ie U-module Homz(Z(U18), Y) est injectif. Les termes du complexe
Homz(Z·, Y) sont done des U-modules injectifs. De plus, les modules de cohomologie
de ce complexe sont tout nuls, sauf en dimension zero ou l'on a HO (Homz (Z· , Y» = Y.
Le complexe Homz(Z·, Y) est done une resolution injective du U-module Y. On a done

H* (U18, Homs(X, Y» = Exti,(X, Y) .

Mais Y, etant G-injectif, est U-injectif, c.q.f.d.
3) L'assertion est claire.

Corollaire 2.3. Il existe une suite spectrale:

C'est la suite spectrale des foncteurs composes (prop. 2.2, (1» qui s'applique iei a
cause de la prop. 2.2, (2).

Proposition 2.4. Lorsque X est de type fini (en tant que groupe abelien ou bien en
tant que G-module, c'est la meme chose), ou bien lorsque 8 est ouvert, on a:

Homs(X, Y) = Homs(X, Y) et Exts(X, Y) = Y) .

Le cas 8 ouvert est trivial. Supposons que X soit de type fini. Le groupe G opere
alors sur X, par I'intermediaire de GIV' ou V' est un sons-groupe ouvert invariant
assez petit. On en deduit que pour tout sons-groupe ouvert V assez petit:

Homv(X, Y) =Homz(X, y V
)

et par suite, X etant de type fini en taut que groupe abelian:

Hom(X, Y) = Homz(X, Y) .

La proposition s'en deduit aisement.

Corollaire 2.5. Lorsque U est ouvert (par exemple U = G), la suite spectrale 2.9
dement:

==} .

Lorsque X est de type fini, ou bien lorsque 8 est ouvert, cette suite spectrale dement:

Y) ==} Y) .

En particulier, lorsque X est de type fini, on a:

Cette suite spectrale fournit la suite exacte illimitee:

0- H\U, Homz(X, Y) - Exth(X, Y)
O( 6 2(- H U,Extz(X, Y) - H U,Homz(X, Y» - ...

. .. - HP(U,Homz(X, Y» - Y)
_ HP-l(U,Extz(X, Y» HP+1(U,Homz(X, Y» _ ...
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Remarques 2.6.
1) Soit V un sons-groupe ouvert invariant de G. Pour tout couple de G-modules

X et Y, le groupe abelien Exti,(X, Y) est muni d'une structure de GIV-module.
Cette structure de GIV-module peut se definir simplement de la maniere suivante:
Exti,(X, Y) est fonctoriellement isomorphe a V). Or, (prop. 1.3 (5)) Xv est
muni d'une structure de GIV-module a droite. On en deduit que, pour tout foncteur
contravariant F, a valeur dans la categoric des groupes abeliens, F(Xv) est un G IV-
module a. gauche. Soit S un sous-groupe ferrne de G, invariant. La remarque precedente
nous permet d'obtenir facilement la structure de GIS-module de V). En effet,
Ie GIS-module Y) est la limite inductive des GIS-modules Exti,(X, V), la
limite etant prise sur les sous-groupes ouverts V invariants et contenant S.

2) Lorsque X = Z, Exti,(Z, Y) = Hi (V, Y) est done muni d'une structure de GIV-
module. Supposons que G opere trivialement sur Y. La structure de GIV-module de
Hi(V, Y) est alors deduite des operations de G sur V par automorphismes interieurs.

3) Soient V un sons-groupe ouvert de G, X un G-module. On a alors les isomor-
phismes:

Hi(V,X) .z, Hi(G,vX) .z, Hi(G,Xv) ,

le premier isomorphisme etant defini a. partir des isomorphismes de la prop. 1.3 (1),
le second etant defini a. l'aide de l'isomorphisme de la prop. 1.3 (2), iv : X v -> v X.
Soit V' un-sous-groupe ouvert invariant de G, contenu dans V. L'homomorphisme
canonique: vX -> v'X definit un homomorphisme canonique: Hi(V, X) -> Hi(V', X),
qui n'est autre que la restriction. De meme, I'homomorphisme canonique: Xv' -> Xv
definit un homomorphisme: Hi(V', X) -> Hi(V, X) qui n'est autre que la corestriction.

§ 3. Le theoreme de dualite

Nous noterons G I'une des categories:

- Ga categoric des G-modules discret topologiques,

- Gil sous-categorie pleine de Ga des G-modules de torsion,

- GJ!; sous-categorie pleine de Cc des G-modules de p-torsion.

Pour simplifier l'ecriture, Ie foncteur HO(G, ) sera note r.
Soient X· et Y· deux complexes d'une categorie additive quelconque. Hom" (X·, Y·)

designera le complexe simple des morphismes de X· dans Y·.
Lorsqu'on utilisera un foncteur resolvant (Definition 1.5), il s'agira toujours d'un

foncteur resolvant a. valeur dans G et non pas seulement a. valeur dans Ga. Le foncteur
K* de la prop. 1.4 est, lorsque l'argument est un objet de C, a. valeur dans G).
Proposition 3.1. Soient A un groupe abelien, X>-+ K*(X) un foncteur resoluant.

1) Le [oncieur X >-+ HomAb(rK*(X),A) de G d valeur dans les complexes de
groupes abeliens, est representable. En d'autres termes, il existe un complexe rc(A)
d'objets de C et un isomorphisme de foncteurs:

L1 : HomAb(rK*(X), A) --::... Home-(X, rc(A)) .

Le complexe rc(A) est fonctoriel en A. Le foncteur: A>-+ rc(A) est unique d isomor-
phisme unique pres.
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2) Le complexe Fe(A) ne depend pas, a homotopie pres, du foncteur resolvant
choisi.

3) Lorsque A est un groupe abelien injectif, les objets du complexe Fc(A) sont
injectifs.

4) Boit X ...... K*(X) un foncteur resolvant de CG, qui, lorsque X est un objet de
ci; (resp. de C:;), est a valeur dans Ci; (resp. c:;). (A) est Ie sous-complexe de

G

torsion de FeG(A). Le complexe Fep (A) est la partie p-primaire de (A).
G G

5) Lorsque A est un groupe abelien injectif, les objets de cohomologie de Fe (A) sont
donnes par les formules suivantes:

a) C = GG
H-q(Fcc(A» = Homz(Hq(V,Z),A) ,

Vicar

la limite inductive etant prise sur les sous-groupes ouverts et les morphismes de core-
strictions. La structure de G-module est definie par la structure de G-module d droite
de H" (V, Z) lorsque Vest invariant dans G.

b) G =Ci;
H-q(F%(A» = !!m Homz(Hq(V,Z/mZ),A)

V,cor,m

c) C = c:;
= !!m Homz(Hq(V,Z/pmz),A)

V,cor,m

Demonstration. 1) D'apres les proprietes des foncteurs resolvants (Definition 1.5) le
foncteur: X ...... Hom(rKi(X),A) est contravariant, exact a gauche, et il transforme
limite inductive filtrante en limite projective filtrante. Comme la categorie C est locale-
ment noetherienne (cf. Gabriel [52), chap. 2), ce foncteur est representable (cf. Gabriel
[52], chap. 2, n? 4 ou encore dans ce cours, chap. I, § 3, lemme 6). L'assertion s'en
deduit aisement.

2) Soient Ki et K:j deux foncteurs resolvants: pour demontrer l'assertion, on peut
supposer, d'apres la prop. 1.6, qu'il existe un morphisme de resolution m: Ki ....... K:j.
On en deduit un morphisme fonctoriel en Am: Fe,l(A) ....... f e ,2(A ) qui possede la
propriete suivante: pour tout objet X de C Ie morphisme deduit de m:

Homc(X, re,l(A» ----+ Homc(X, Fe,2(A»

induit un isomorphisme sur les groupes de cohomologie. On en deduit que Ie morphisme
m est un isomorphisme ahomotopie pres.

3) Clair.
4) Clair.
5) Etudions le cas C = CG. L'isomorphisme Ll induit sur les groupes de cohomologie

un isomorphisme:

Prenant X = Zv et passant a la limite inductive sur les sous-groupes ouverts, on
obtient Ie resultat annonce. On precede de meme pour les autres cas.

On designera par R(Ab) (resp. R(C», la categorie des complexes finis (i.e. ne
comportant qu'un nombre fini d'objets non nuIs) de groupes abeliens (resp. d'objets
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de C) 2 • Lorsque le foncteur r est de dimension cohomologique finie sur C, il existe des
foncteurs resolvants finis (i.e. tel que pour tout objet X de C, K*(X) soit un complexe
fini): si on considere le foncteur resolvant donne par la prop. 1.4, les z-, pour i assez
grand, sont cohomologiquement triviaux. Soit done X f-+ K*(X) un foncteur resolvent
fini. On Ie prolonge a. la categorie R(C) de la maniere suivante: si X" est un objet de
R(C) on pose:

K*(X e
) = complexe simple assode au complexe double: Ki(Xi ) .

Proposition 3.2. Supposons que r soit de dimension cohomoloqique finie sur C.
Soient X -+ K*(X) un joncteur resolvant fini, X" un objet de R(C), Ae un objet
de R(Ab).

1) II eziste un [oncteur Ae
f-+ Fc(Ae

) d valeur dans R(C) et un isomorphisme
bi-fonctoriel:

2) L'isomorphisme .1 definit un homomorphisme de complexes (i.e. commutant
avec la differentielle) de degre zero:

tel que I'isomorphisme .1- 1 soit le compose des homomorphismes:

Homc(Xe, F(Ae
)) HomAb(rK*(Xe

) , rx: rc(A e
)) ss, HomAb(rK*(X e

) , A)

Demonstration. La demonstration de (1) est triviale a. partir de la prop. 3.1 (1). Pour
demontrer l'assertion (2), on transpose les demonstrations classiques sur les foncteurs
adjoints.

Soit X e un objet de R(C). Nous designerons par Hi(G, X") Ie i-erne groupe
d'hypercohomologie de r(X e ) . Soit de plus ye un autre objet de R(C); nous designerons
par ye) le i-erne hyperext (cf. [25], chap. XVII, n° 2). Cette notation, ou C
n'intervient pas, n'apporte cependant pas de confusion grace au

Lemme 3.3. Un objet I, injectif dans C, est injectif dans Ca.

Le cas C = Ca etant trivial, etudions par exemple le cas C = ch. Soit J un injectif
de Ca. II est clair que Ie sons-objet de torsion r de J est un injectif de cb et que
tout objet de Cb se plonge dans un injectif de ce type. II nous suflit donc de montrer
que r est un injectif de Ca. Mais J, etant injectif, est facteur direct du module induit
injectif Ma(JO) ou J O est Ie groupe abelien injectif sous-jacent a J. On en deduit que
r est facteur direct de Ma(JO)t = Ma(J°t) qui est injectif dans Ca.

Le cas C = Cf; se demontre de maniere analogue.

Definition 3.4. Un complexe dualisant de C est un complexe fini De de C muni de
e: HO(G, De) -+ Q/Z un homomorphisme tel que 100 homornorphismes composes:

Hi(G, X e)
X Extai(Xe, De) HO(G, De) .....E..... Q/Z

(Ia premiere fleche etant definie par le cup-produit}, definissent des isomorphismes de
foncteurs: Extai(Xe, De) Homz(Hi(G, X e), Q/Z).

2 Les morphismes de R(Ab) (resp, R(C)) sont les homomorphismes de complexes, i.e.
conservant le degre et commutant avec la differentielle,
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L'unicite du complexe dualisant est explicitee par la proposition ci-dessous. Soit X·
un objet de R(G). Une resolution injective de X· est un homomorphisme de complexes
X· -> Inj(X·) dans un complexe dont tous les objets de degre negatif sont nuls sauf
au plus un nombre fini d'entre eux, homomorphisme qui induit un isomorphisme sur
les objets de cohomologie. Il existe des resolutions injectives ([25], chap. XVII). Les
resolutions injectives sont uniques a homotopie pres.

Proposition 3.5. Soient (Di, (11) et (D;, (12) deux complexes dualisants de G, Inj(Di)
et Inj(Di) deux resolutions injectives. II existe un isomorphisme ahomotopie pres et
un seul:

s : Inj(m) -- Inj(D2)

qui soit compatible avec (11 et (12.

Nous ne demontrerons pas cette proposition.

Theoreme 3.6. Soit G un groupe profini de dimension cohomologique finie (resp. de
p-dimension cohomologique finie). Les categories Go, Gb, Gb (resp. Gb) possedeni
des complexes dualisants.

En effet l'isomorphisme Ll de la prop. 3.2 donne, en passant ala cohomologie, des
isomorphismes:

De plus, le (2) de la prop. 3.2 permet de definir un homomorphisme

et la deuxieme partie de l'assertion (2) ainsi que la definition du cup-produit montrent
que I'isomorphisme est defini par l'homomorphisme compose:

Nous noterons I (resp. It, resp. IP) le complexe de G-modules injectifs rCa (Q/Z)
(resp. rct (Q/Z), resp. rc>' (Q/Zj) obtenu d'apres la prop. 3.1 a l'aide d'un foncteur

a a
resolvent quelconque", Les objets de cohomologie de ces complexes sont donnes par
les formules de la prop. 3.1 (5). Changer de foncteur resolvent revient a remplacer
les complexes I, Jt, IP par des complexes homotopiquement equivalents. Lorsque, par
exemple, G est de dimension cohomologique finie, le complexe I est homotope a un
complexe injectif fini et Ie theoreme 3.6 montre que l'isomorphisme de 8-foncteurs:

X E ob(Ga)

(defini par la proposition 3.1 sans hypothese sur G) est defini ici par un cup-produit.

Proposition 3.7. Soit G un groupe profini et soit H un groupe operant sur G,
possedani la propriete suivante: pour tout sous-groupe ouvert V de G, il existe un
sous-qroupe ouvert V' contenu dans V, invariant par H et par G.

Alors, pour tout entier q, H opere sur H-q(I) et si on designe par hq l'operation
d'un h E H sur H-q(I), on a la formule:

3 Lorsqu'aucune confusion n'en resultera on ecrira simplement I (resp. It, IP).
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En d'autres termes, H opere sur le G-module H-q(i) de [aeon. compatible avec les
automorphismes de H sur G.

De plus, si H === G et si G opere sur lui-meme par automorphismes interieurs,
l'operatioti de G sur H-q(i) n'est autre que l'operaiion. naturelle de G sur H-q(i).

Enfin on a les memes resultat» pour les complexes It et IP.

En effet, d'apres la prop. 3.1

H-q(I) === Homz(Hq(V, Z), Q/Z) .
V,cor

Lorsque Vest invariant par H et par G, H opere sur Homz(H-q(V, Z), Q/Z) de facon
compatible avec les operations de G qui, elles, s'obtiennent apartir des operations de G
sur V par automorphismes interieurs, D'oille resultat en passant a la limite inductive.
On refait le meme raisonnement pour les complexes It et IP.

Proposition 3.8. Soient G un groupe profini, V uti sous-qroupe ouuert invariant.

1) Le V-module H-q(Iv) est canoniquement isomorphe au V-module obtenu en
restreignant les scalaires dans Ie G-module H-q(Ic).

2) Reciproquemeni, G opere sur V par automorphismes interieurs et verifie la con-
dition de La prop. 3.7. Il opere donc sur H-q(Iv). Le G-module ainsi obtenu est canon-
iquement isomorphe d H-q(Ic).

On a des resultats analogues avec les complexes It et IP.

Demonstration. La premiere assertion est evidente a partir des formules de la prop. 3.1.
La deuxieme assertion se deduit immediatement de la prop. 3.7.

Les deux dernieres propositions nous serviront a determiner le complexe dualisant
de G connaissant celui de V.

§ 4. Application du theoreme de dualite

Definition 4.1. Soient G un groupe profini, p un nombre premier. Le groupe G est dit
de Cohen-Macaulay strict en psi:

1) G est de p-dimension cohomologique finie.
2) Le complexe 1;'; n'a qu'un seul objet de cohomologie non nul.

3) Les objets de cohomologie de sont injectifs en tant que groupes abeliens,

Remarques 4.2.
1) Si G est de Cohen-Macaulay strict en p et si cdp(G) = n, I'objet de cohornologie

non nul de est C'est done le module dualisant de G (chap. I, § 3, n" 5).

2) Par analogie avec la theorie de la dualite dans les anneaux locaux, on dit que
G est un groupe de Cohen-Macaulay en p s'il possede les deux premieres proprietes de
la definition 4.1. Je ne connais pas de groupe de Cohen-Macaulay qui ne soit pas de
Cohen-Macaulay strict.
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Soit G un groupe de Cohen-Macaulay en p. Nous noterons [P =
(n = cdp(G)) le module dualisant de G. Le theoreme de dualite s'ecrit alors:

X E

En effet, on peut prendre comme complexe dualisant le complexe reduit au seul objet
[P en degre -n et zero ailleurs. L'isomorphisme de dualite est defini a l'aide du cup-
produit et de I'homomorphisme canonique (}: Hn(G,IP) ...... Q/Z.

Nous poserons Hq(G) = Hq(G, Z/pZ).

Proposition 4.3. Soit G un groupe profini tel que cdp(G) = n. Les deux proprietes
suivantes sont equivalentes:

1) G est de Cohen-Macaulay strict en p.

2) Pour tout q =t- n, Homz(Hq(V), Q/Z) = {OJ.

Demonstration. 1) =:> 2). En effet en posant X = Z/pZv dans la formule de dualite
on obtient l'isomorphisme:

En passant a la limite inductive sur Ies sous-groupes ouverts, on obtient Ie resultat.
(On utilise la prop. 2.4.)

2) =:> 1). Les foncteurs X t---T Homz(Hq(V, X), Q/Z) forment un 8-fonc-
teur. Le G-module Z/pmZ admettant une suite de composition a quotients Z/pZ, on
en deduit que pour tout entier m:

Homz(Hq(V, Z/pmZ), Q/Z) = {OJ
V,cor

d'ou, en utilisant la prop. 3.1 (5), le fait que G est de Cohen-Macaulay. Reste amontrer
que Ie module dualisant [P est divisible. Or Ie theoreme de dualite nous donne, encore
une fois en passant a la limite sur les sous-groupes ouverts, l'isomorphisme:

-+
V,cor

d'ou Ie resultat (on suppose n > 0, le cas n = 0 etant trivial).

Soit G un groupe de Cohen-Macaulay strict en p, Soit X un G-module fini de
p-torsion. On posera: X = Homz(X, [P). C'est un G-module discret de p-torsion. Le
foncteur X t---T X est exact ([P est divisible).

Proposition 4.4. L'isomorphisme de dualite definit un isomorphisme de 8-foncteurs:

l'isomorphisme etant defini par le cup-produit:

et l'homomorphisme canonique:
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Demonstration. En effet, le theoreme de dualite s'ecrit:

Mais X est de type fini et fp est divisible. Le corollaire 2.5 nons fournit alors un
isomorphisme:

d'ou l'isomorphisme annonce. Le fait que l'isomorphisme de dualite soit defini par Ie
cup-produit fournit la seconde partie de la proposition.

Definition 4.5. Un groupe profini G est dit de Poincare en p si G est de Cohen-
Macaulay strict en p et si Ie module dualisant de G est isomorphe, en tant que groupe
abelien, a Qp/Zp.

Proposition 4.6. Soit Gun pro-p-groupe tel que cdp(G) = n. Les proprietes suivantes
sont equiualentes:

1) G est un groupe de Poincare en p.

2) Les Hq(G) sont des espaces vectoriels de dimension finie; Hn(G) est de di-
mension 1; le cup produit: Hq(G) x Hn-q(G) Hn(G) est une forme bilineaire non
degeneree.

1) =? 2). Remarquons d'abord que Ie sous-G-module de fp: noyau de la multi-
plication par p, est isomorphe a Z/pZ en tant que groupe abelien et que G y opere
trivialement (G est un pro-p-groupe). Ecrivons l'isomorphisme de dualite:

Homz(Hn(G), Q/Z) .z, Homc(Z/pZ,lP) Z/pZ ,

-----ce qui montre que Hn(G) est de dimension 1. Ensuite Ie G-module Z/pZ etant isomor-
phe au G-module Z/pZ, la prop. 4.4 fournit un isomorphisme:

ce qui montre que les espaces vectoriels H"(G) sont isomorphes a leurs biduaux et
que par suite ils sont de dimension finie. De plus, on veri fie aisement, a l'aide de la
prop. 4.4, que l'isomorphisme precedent est defini par Ie cup-produit:

et que par suite ce cup-produit est non degenere.
2) =? 1). Cette implication a deja ete demontree (chap. I, § 4, n" 5, demonstration

de Ia prop. 30).

Proposition 4.7. Soit G un groupe profini de p-dimension cohomoloqique finie. Sup-
posons qu'il existe un sous-qroupe ouvert V de G qui soii de Cohen-Macaulay en p
(resp. de Cohen-Macaulay strict en p, resp. de Poincare en p). Alors G est de Cohen-
Macaulay en p (resp.... ). La reciproque est vmie i.e. si G est de Cohen-Macaulay en p
(resp.... ), tout sous-qroupe ouvert V de G est de Cohen-Macaulay en p (resp.... ).

Ces enonces sont triviaux a partir des definitions et de la prop. 3.8.

Lazard a montre que, si G est un groupe analytique de dimension n sur Qp, tous
les sous-groupes ouverts de G assez petits sont des groupes de Poincare. On a done:
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Corollaire 4.8. Soit G un groupe analytique de dimension n sur Qp, compact, de p­
dimension cohomologique finie. Alors G est un groupe de Poincare en p de dimension n.

Exercices.
1) Soit G un groupe profini dont l'ordre est divisible par poo. Montrer que

2) Soit G un groupe de Cohen-Macaulay en p et soit n = cdp(G). Montrer
I'equivalence:

G de Cohen-Macaulay strict en p <===? Hornz(Hn-l(V),Q/Z) = {O} .
Vicar

3) Soit G un groupe de p-dirnension cohomologique 1. Alors G est un groupe de
Cohen-Macaulay strict en p.

4) Soient F( J) un p-groupe libre, {O"; hEJ les generateurs, (0";) les sous-groupes
fermes engendres par les generateurs, Montrer que Ie module dualisant de F( J) est

E9Mi;il (Qp/Zp) .
;EJ



Annexe 3. - L'Inegalite de Golod-Safarevic

Il s'agit de prouver I'enonce suivant (cf. n° 4.4):

Theoreme 1. Si G est un p-groupe =11, on a r > d2/4, avec

d=dimHI(G,ZlpZ) et r=dimH2(G,ZlpZ).

On va voir que ce theoreme provient d'un resultat general sur les algebres locales.

§ 1. Enonce

Soit Rune algebre de dimension finie sur un corps k, et soit I un ideal bilatere de R.
On fait les hypotheses suivantes:

(a) R=kffiI.
(b) I est nilpotent.
Ces hypotheses entrainent que R est un anneau local (non necessairement commu-

tatif) de radical I et de corps residuel k, cf. Bourbaki AC II, n" 3.1.
Si P est un R-module (a. gauche), de type fini, les Torf(P, k) sont des k-espaces

vectoriels de dimension finie. On posera:

ti(P) = dimj, TorfcP, k) .

Soit m = to(P) = dimj, PII·P. Si Xl, ... ,Xm est une k-base de PII·P, soient z i , ... , X m

des relevements dans P de Xl, ... ,Xm . D'apres Ie lemme de Nakayama, les Xi engen-
drent P. lis definissent done un morphisme surjectif

x: Rm
---+ P,

et l'on a Ker(x) C I· Rm .

Ceci s'applique notamment a. P = k, avec m = 1, Xl = 1 et Ker(x) = I. On a:

to(k)=I,

tl(k) = dirm, k) = dirm, 1112 ,

h(k) = dimj, Tor:(k, k) = dim, k) .

Nous allons demontrer:

Theoreme 1'. Si I =I 0, on a t2(k) > iI(k?/4.

Cet enonce entmine Ie tho 1. En effet, si l'on prend k = F pet R = F p[G], l'algebre
Rest une algebre locale dont le radical I est I'ideal d'augmentation de R (cela resulte,
par exemple, de la prop. 20 du n° 4.1). De plus, on a Torf(k, k) =Hi(G, Z/pZ) , d'ou

tiCk) = dimHi(G,Z/pZ) = dimHi(G,Z/pZ) ,

puisque Hi(G, Z/pZ) et Hi(G, Z/pZ) sont duaux l'un de l'autre. D'ou le tho 1.
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§ 2. Demonstration

Posons d = tI(k) et r = h(k). On a:

d = tI(k) = to(I) = dim" 1/12 et r = t2(k) = tI(I) .

L'hypothese I ::f; 0 equivaut a d 1. D'apres ce qui a ete dit plus haut, it existe une
suite exacte

o --+ J --+ R d
--+ I --+ 0 ,

avec J c I· Rd. Comme r = tl(I) = to(J), on voit que Jest isomorphe a un quotient
de RT

• D'ou une suite exacte

avec Im(E:) = J C I· R d (debut d'une resolution minimale de I, d. e.g. [24], [66]).
En faisant le produit tensoriel de cette suite exacte par R/I", ou n est un entier > 0,

on obtient la suite exacte

(R/rr --+ (R/r)d --+ 1/r+I --+ 0 .

Mais Ie fait que l'image de E: soit contenue dans I . R d montre que l'homomorphisme
(R/rr --> (R/r)d se factorise par (R/r-1r. On obtient ainsi une suite exacte

(R/r-1r --+ (R/r)d --+ I/r+I --+ 0 .

D'ou l'inegalite

d- dim" Rll" r· dim"R/r- 1 + dim" I/r+I ,

valable pour tout n 1. Si l'on pose a(n) = dim" R/In, ceci s'ecrit:

d· a(n) r . a(n - 1) + a(n + 1) - 1 (n 1).

Une premiere consequence de (*n) est l'inegalite r 1. En effet, si r = 0, on a
d· a(n) a(n + 1) - 1 d'ou a(n) < a(n + 1), ce qui est impossible puisque a(n) =
dim" R/I" est constant pour n grand (I etant nilpotent).

Supposons que d2 - 4r soit O. On peut factoriser Ie polynome X 2
- dX + r en

(X - >')(X - p.), ou >. et p. sont reels> 0, avec p. >. (d'ou p. 1, puisque >.p. = r).
Posons

A(n) = a(n) - >.a(n - 1) .

On a

A(n + 1) - p.A(n) = a(n + 1) - (>. + p.)a(n) + >.p.a(n - 1)
= a(n + 1) - d- a(n) + r . a(n - 1) ,

ce qui permet de recrire (*n) sous la forme:

A(n + 1) - p.A(n) 1 pour n 1.

Or on a a(O) = 0, a(l) = 1, a(2) = d+ 1, d'ou A(O) = 0, A(I) = 1, A(2) = d+ 1 - >. =
1+ u: On deduit alors de par recurrence sur n, que

(n 1).

Comme p. 1, ceci entraine A(n) n. C'est absurde puisque a(n), done aussi
A(n), est constant pour n grand. On a done bien d2 - 4r < 0, cqfd.
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Exercice.
Soit G un pro-p-groupe. On pose d = dim H1(G, ZlpZ) , r = dim H 2(G, ZlpZ) et

l'on suppose que d et r sont finis (de sorte que G est "de presentation finie").
(a) Soit R la limite projective des algebres Fp[GIU], ou U parcourt l'ensemble

des sous-groupes ouverts normaux de G. Montrer que Rest une F p-algebre locale, de
radical I = Ker : R -t F p'

(b) Montrer que In est de codimension finie dans R. On pose a(n) = dim RIIn.
Montrer que dim I I12 = d, et que, si on ecrit I sous la forme Rd I J, on a dim J I I J = r,
cf. Brumer [24] et Haran [66]. En deduire que l'inegalite (*n) est encore valable (meme
demonstration) .

(c) On suppose d > 2 et r :S d2/4. Deduire de (*n) qu'il existe une constante c > 1
telle que a(n) > en pour n assez grand. D'apres Lazard ([102], A.3.11), ceci entraine
que G n'est pas un groupe analytique p-adique.



Chapitre II

Cohomologie galoisienne - cas commutatif



§ 1. Generalites

1.1. Cohomologie galoisienne

Soit k un corps, et soit K une extension galoisienne de k. Le groupe de Galois
G(K/k) de l'extension K/k est un groupe profini (ef. Chap. I, n" 1.1), et on
peut lui appliquer les methodes et les resultats du Chapitre I; en particulier,
si G(K/k) opere sur un groupe discret A(K), les Hq(G(K, k), A(K» sont bien
definis (si A(K) n'est pas commutatif, on Be limite a. q = 0,1).

En fait, on travaille rarement avec une extension K / k fixe. La situation est
la suivante:

On dispose d'un corps de base k, et d'un foncteur K ....... A(K) defini sur la
categorie des extensions algebriques separables de k, a. valeurs dans la categorie
des groupes (resp. des groupes abeliens), ce foncteur verifiant les axiomes suiv­
ants:

(1) A(K) = A(Ki ) , pour K, parcourant l'ensemble des sons­extensions
de K de type fini sur k.

(2) Si K ­+ K' est une injection, le morphisme A(K) ­+ A(K') correspon­
dant est une injection.

(3) Si K' / K est une extension galoisienne, A(K) s'identifie a.
HO(G(K' /K), A(K'».

[Cela a un sens, car le groupe G(K' /K) opere ­ par fonctorialite ­ sur A(K').
De plus, I'axiome (1) entraine que cette action est continue.]

Remarques.
1) Si k s designe une cloture separable de k, le groupe A(ks ) est bien defini,

et c'est un G(ks/k)­groupe. Sa connaissance equivaut (a. un isomorphisme de
foncteurs pres) a. celle du foncteur A.

2) II arrive souvent que le foncteur A puisse etre defini pour iouies les ex­
tensions de k (non necessairement algebriques, ni separables], et cela de facon
a. verifier (1), (2), (3). L'exemple Ie plus important est fourni par les "schemes
en groupes": si A est un schema en groupes sur k, localement de type fini sur k,
les points de A a valeurs dans une extension K/k forment un groupe A(K)
dependant fonctoriellement de K, et ce foncteur verifie les axiomes (1), (2), (3)
[l'axiome (1) resulte de ce que A est localement de type fini]. Ceci s'applique
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notamment aux "groupes algebriques", c'est-a-dire aux schemas en groupes de
type fini sur k.

Soit A un foncteur verifiant les axiomes ci-dessus. Si K' / K est une extension
galoisienne, les Hq(G(K' /K), A(K')) sont definis (si A n'est pas commutatif, on
se limite a q = 0,1). On les note Hq(K' / K, A).

Soient KfjK 1 et K2 deux extensions galoisiennes, de groupes de Galois

G1 et G2 . On suppose donnee une injection K 1 K 2 . Supposons qu'il existe

une injection prolongeant l'inclusion i. On definit au moyen de j
un homomorphisme G2 -+ G1 et un morphisme A(KD -+ ces deux
applications sont compatibles, et definissent des applications

ces applications ne dependent pas du choix de j (cf. [145], p. 164). On a donc
des applications

Hq(KUKl,A) ----+

ne dependant que de i (et de l'existence de j).
En particulier, on voit que deux clotures separables de k definissent des

Hq(ks/k, A) en correspondance bijective canonique. Cela permet de laisser
tomber le symbole k; et d'ecrire simplement Hq(k, A). Les Hq(k, A) dependent
fonctoriellement de k,

1.2. Premiers exemples

Soit G a (resp. Gm ) le groupe additif (resp. multiplicatif), defini par la relation
Ga(K) = K (resp. Gm(K) = K*). On a (cf. [145], p. 158):

Proposition 1. Pour toute extension galoisienne K/k, on a H1(K/k, G m } = °
et Hq(K/k, Ga ) = 0 (q ?:: 1).

En fait, lorsque K[k est finie, les groupes de cohomologie modifies fjq(K/k, Ga }

sont nuls pour tout q E Z.

Remarque.
Les groupes Hq(K/k, Gm } ne sont en general pas nuls pour q ?:: 2. On rap-

pelle que le groupe H 2(K / k ,Gm } s'identifie ala partie du groupe de Brauer Br(k}
decornposee par K; en particulier, H2(k, Gm } = Br(k}, cf. [145], Chap. X.

Corollaire. Soit n un entier?:: 1, premier a la caracteristique de k. Soit /-Ln le
groupe des racines n-iemes de l'unite (dans ks ) . On a:
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On a une suite exacte:

1 --+ J.Ln --+ Gm Gm --+ 1 ,

au n designe l'endomorphisme x 1-+ z". D'ou la suite exacte de cohomologie:

k* k* --+ H 1(k,J.Ln)
--+ H1(k,G

m) .

Le corollaire en resulte puisque Hl(k, Gm ) = 0, d'apres la prop. 1.

Remarques.
1) Le meme argument montre que H 2(k, J.Ln) s'identifie aBrn(k), noyau de

la multiplication par n dans Br(k).

2) Si J.Ln est contenu dans k"; on peut identifier J.Ln a Z/nZ en faisant choix
d'une racine primitive n-ieme de l'unite, Le corollaire ci-dessus donne done un
isomorphisme entre les groupes:

On retrouve la classique "theorie de Kummer", cf. Bourbaki A.V. § LLn" 8.
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Dans les paragraphes suivants, on note Gk Ie groupe de Galois de kslk, ou ks
est une cloture separable de k. Ce groupe est determine a isomorphisme (non
unique) pres.

Si p est un nombre premier, on note Gk(p) le plus grand quotient de Gk
qui soit un pro-p-groupe; Ie groupe Gk(p) est le groupe de Galois de l'extension
ks (P) I k; cette extension est appelee la p-extension maximale de k. On se propose
de donner des criteres permettant de calculer la dimension cohomologique de Gk
et des Gk(p), cf. Chap. I, § 3.

2.1. Un resultat auxiliaire

Proposition 2. Soit G un groupe profini, et soit G(p) = GIN le plus grand quo-
tient de G qui soit un pro-p-groupe. Supposons que cdp(N) :$ 1. Les applications
canoniques

Hq(G(P), ZlpZ) ---. Hq(G, Z/pZ)

sont alors des isomorphismes. En particulier, cd(G(p)) :$ cdp(G).

Soit N1M le plus grand quotient de N qui soit un pro-p-groupe. II est clair
que M est distingue dans G, et que GIM est un pro-p-groupe. Vu la definition
de G(p), ceci entraine M = N. Ainsi, tout morphisme de N dans un pro-p-
groupe est trivial. En particulier, on a Hl(N, ZlpZ) = O. D'autre part, puisque
cdp(N) :$ 1, on a Hi(N, ZlpZ) = 0 pour i 2. II resulte alors de la suite
spectrale des extensions de groupes que l'homomorphisme

est un isomorphisme pour tout q O. L'inegalite cd (GIN) :$ cdp(G) en resulte,
grace a la prop. 21 du Chapitre I.

Exercice.
Les hypotheses etant celles de la prop. 2, soit A un G(p)-module de torsion p-

primaire. Montrer que l'application canonique de Hq(G(p), A) dans Hq(G, A) est un
isomorphisme pour tout q o.
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2.2. Cas OU p est ega! ala caracterlstlque

Proposition 3. Si k est un corps de caracteristique p, on a cdp(Gk) 1 et
Cd(Gk(P)) 1.

Posons x P - x = f(x). L'application f est additive, et donne lieu a. la suite
exacte:

/o Z/pZ Ga

En effet, cela signifie (par definitionl) que la suite de groupes abeliens

/o Z/pZ ks k s 0

est exacte, ce qui est facile a. voir. Par passage a. la cohomologie, on en deduit la
suite exacte:

H 1(k, Ga) H2(k, Z/pZ) H 2(k, Ga) .

Vu la proposition 1, on en deduit que H2(k, Z/pZ) = 0, i.e, H2(Gk' Z/pZ) = O.
Ce resultat s'applique aussi aux sous-groupes fermes de Gk (puisque ce sont des
groupes de Galois), et en particulier a ses p-groupes de Sylow. Si H designe l'un
d'eux, on a done cd(H) 1 (cf. Chap. I, prop. 21), d'ou Cdp(Gk) :5 1 (Chap. I,
cor. 1 ala prop. 14). Si N est le noyau de Gk --+ Gk(p), ce qui precede s'applique
aussi e N et montre que cdp(N) 1. La proposition 2 permet d'en deduire que
Cd(Gk(P)) Cdp(Gk) 1, cqfd.

Corollaire 1. Le groupe Gk(P) est un pro-p-groupe libre.

Cela resulte du Chap. I, cor. 2 ala prop. 24.
[Comme H 1(Gk(p)) s'identifie a k/ f(k), on peut meme calculer Ie rang de

Gk(p).]

Corollaire 2 (Albert-Hochschild). Si k' est une extension radicielle de k, l'ap-
plication canonique Br(k) --+ Br(k') est surjective.

Soit une cloture separable de k' contenant ks . Du fait que k' / k est radiciel,
on peut identifier G k au groupe de Galois de On a:

De plus, pour tout x E il existe une puissance q de p telle que x q E ks ; en
d'autres termes, Ie groupe /k; est un groupe de torsion p-primaire. Puisque
cdp(Gk) :5 1, on a done = 0, et la suite exacte de cohomologie
montre que H 2 (Gk, k;) --+ H 2 (Gk, *) est surjectif, cqfd.

Remarques.
1) Lorsque k' est une extension radicielle de hauteur 1 de k, Ie noyau de Br(k) -+

Br(k') peut se calculer a l'aide de la cohomologie de la p-algebre de Lie des derivations
de k'/k, d. G.P. Hochschild, [70), [71].

2) Soit Brp(k) Ie noyau de la multiplication par p dans Br(k). On peut decrire
Brp(k) en termes de formes differentielles de la maniere suivante:
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Soit niCk) Ie k-espace vectoriel des I-forrnes differentielles I: Xi dYi de k, et soit
H;(k) Ie quotient de niCk) par Ie sons-groupe engendre par les differentielles exactes
dz (z E k), ainsi que par les (xl' - x)dyjy (x E k; y E k*), cf. Kato [81]. II existe un
isomorphisme H;(k) -+ Brl'(k) et un seul qui assode a la forme differentielle xdyjy la
classe [x,y) de l'algebre centrale simple definie par des generateurs X, Y, lies par:

XI' - X = x, yl' = y, YXy-l = X + 1,

cf. [145], Chap. XIV, § 5.

Exercice.
Soient x,y E k, On definit un element [x,y] de Brl'(k) par:

[x,y] = [xy,y) si y '#0, et [x, y] = 0 si y = 0 ,

cf. Remarque 2). Montrer que [x, y] est 180 classe dans Br(k) de l'algebre centrale simple
de rang p2 definie par deux generateurs X, Y lies par les relations

XI' = x, yl' = y, Xy - Y X = -1 .

Montrer que [x, y] est une fonction biadditive et antisyrnetrique du couple (x, y).

2.3. Cas OU p est different de la caracteristique

Proposition 4. Soit k un corps de caracteristique =I- p, et soit n un entier 2: l.
Les conditions suivantes sont equivalentes:

(i) cdp(Gk) :s n,
(ii) Pour toute extension algebrique K de k, on a Hn+l(K, Gm)(p) = 0 et le

groupe Hn(K, Gm ) est p-divisible.
(iii) Mime enonc« que dans (ii), d cela pres qu'on se limite aux extensions

K / k qui sont sepasubles, jinies, et de degre premier d p.
[On rappelle que, si A est un groupe abelien de torsion, A(p) designs 180

composante p-primaire de A.]

Soit J,Lp Ie groupe des racines p-iemes de l'unite; il est contenu dans ks ' On a
180 suite exacte:

o --+ f,lp --+ Gm Gm --+ 0 ,

d. n°1.2. La suite exacte de cohomologie montre que 180 condition (ii) equivaut
adire que Hn+l(K,f,lp) = 0 pour tout K; traduction analogue pour (iii).

Ceci etant, supposons que cdp(Gk) :s n. Comme GK est isomorphe a un
sous-groupe ferme de Gk, on a aussi cdp(GK ) :s n, d'ou H n+1(K,f,lp) = O.
Ainsi (i) (ii). L'implication (ii) => (iii) est triviale. Supposons maintenant
(iii) verifiee. Soit H un p-groupe de Sylow de Gk, et soit K/k l'extension corre-
spondante. On a:

K = lim K
--+ "

ou les K; sont des extensions finies separables de k, de degre premier ap. Vu (iii),
on a Hn+l(Ki , f,lp) = 0 pour tout i, d'ou Hn+l(K, f,lp) = 0, i.e. Hn+l(H, f,lp) = O.
Mais H est un pro-p-groupe, done opere trivialement sur Z/pZ; on peut ainsi
identifier f,lp et Z/pZ, et 180 prop. 21 du Chapitre I montre que cd(H) :s n, d'ou
180 condition (i), cqfd.
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3.1. Definition

Proposition 5. Soit k un corps. Les proprietes suivantes sont equivalentes:
(i) On a cd(Gk) ::; 1. Si k est de carocteristique p =1= 0, on a en outre

Br(K)(p) = 0, pour iouie extension algebrique K[k,
(ii) On a Br(K) = °pour toute extension algebrique K/k.
(iii) Si L/K est une extension galoisienne finie, avec K algebrique sur k, le

G(L/K)-module L* est cohomologiquement trivial ([145], Chap. IX, § 3).
(iv) Sous les hypotheses de (iii), la norme N L1K : L* -- K* est surjective.
(i) bis, (ii) bis, (iii) bis, (iv) bis: memes enonces que (i), ... , (iv) Ii cela pres

qu 'on se borne am extensions K/ k qui sont finies et sepambles sur k.

Les equivalences (i) {:} (i) bis, (ii) {:} (ii) bis resultent du cor. 2 a la
prop. 3. L'equivalence (i) {:} (ii) resulte des prop. 3 et 4. Les equivalences
(ii) bis {:} (iii) bis {:} (iv) bis sont demontrees dans [145], p. 169. D'autre part,
si k verifie (ii), toute extension algebrique K[k. verifie (ii), done aussi (ii) bis et
(iii) bis, ce qui signifie que k verifie (iii). Comme (iii) ::::} (iii) bis trivialement,
on voit que (ii) ::::} (iii), et le meme argument montre que (ii) => (iv), cqfd.

Remarque.
La condition Br(k) = 0 ne suffit pas a. entrainer (i), ... , (iv), cf. exerc. 1.

Definition. Un corps k est dit de dimension ::; 1 s'il verifie les conditions
equlvalentes de la prop. 5.

On ecrit alors dim(k) ::; 1.

Proposition 6. (a) Touie extension algebrique d'un corps de dimension s; 1
est aussi de dimension::; 1.

(b) Soit k un corps parfait. Pour que dim(k) ::; 1, il faut et il suffit que
cd(Gk) s 1.

L'assertion (a) est triviale. Pour (b), on remarque que, si k est parfait,
l'application x 1--4 XV est une bijection de k; sur lui-rneme; il s'ensuit que la
p-composante des Hq(k, Gm ) est nulle, et en particulier Br(k)(p). Comme ceci
s'applique a toute extension algebrique Kfk, on voit que la condition (i) de la
prop. 5 se reduit a cd(Gk) ::; 1, cqfd.
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Proposition 7. Soit k un corps de dimension 1, et soit p un nombre premier.
On a cd(Gk(p)) l.

On ecrit Gk(P) = Gk/N. Comme cd(Gk) 1, on a cd(N) 1, et la prop. 2
montre que cd(Gk/N) cdp(Gk) , d'ou ... etc.

Ezercices.
1) (M. Auslander) Soit ko un corps de caracteristique 0 ayant les proprietes sui­

vantes: ko n'est pas algebriquement clos; ko n'a aucune extension abelienne non triviale;
dim(ko) S 1. (Exemple de tel corps: le compose de toutes les extensions galoisiennes
finies resolubles de Q.) Soit k = ko((T)). Montrer que Br(k) =0 bien que k ne soit pas
de dimension S 1.

2) En caracteristique p > 0, montrer qu'il existe des corps k de dimension S 1
tels que [k : k"] = p", ou r est un entier 2 0 donne (ou +00). [Prendre pour k une
cloture separable de F,,(T1, ... ,Tr ) .] Si r 2 2, en deduire qu'il existe une extension
radicielle finie K/k telle que NK / k : K* ­+ k* ne soit pas surjective. [Cela montre que
les hypotheses de separabilite de la prop. 5 ne peuvent pas etre supprimees.]

3.2. Relation avec la propriete (el )

C'est la propriete suivante:

(ct}. Toute equation f(XI, ... , xn ) = 0, ou f est un polynome homoqene de
degre d < n, d coefficients dans k, a une solution non triviale dans k":

On verra des exemples de tels corps au n? 3.3.

Proposition 8. Soit k un corps verifian: (C I ) .

(a) Toute extension algebrique k' de k verijie (C I ) .

(b) Si L / K est une extension jinie, avec K algebrique sur k, on a N L/K (L *) =
K*.

Pour prouver (a), on peut supposer k' fini sur k. Soit F(x) un poly­
nome homogene, de degre d, en n variables, et a coefficients dans k'. Posons
f(x) = Nkl/kF(x); en choisissant une base el, ... , em de k' [k; et en exprimant
les composantes de x au moyen de cette base, on voit que f s'identifie a un
polynome homogene, de degre dm, en nm variables, et a coefficients dans k. Si
d < n, on a dm < nm, et ce polynome a un zero non trivial x. Cela signifie que
Nkl/kF(x) = 0, d'ou F(x) = 0.

Placons­nous maintenant dans les hypotheses de (b), et soit a E K*. Si
d = [L : K], considerons I'equation

N(x) = a . xg, avec x E L, Xo E K.

C'est une equation de degre d, ad + 1 inconnues. Comme, d'apres (a), le corps
K verifie (Cd, cette equation a une solution non triviale (x,xo). Si Xo etait nul,
on aurait N(x) = 0 d'ou x = 0, contrairement a I'hypothese. Donc Xo # 0, et
N(x/xo} = a, ce qui demontre la surjectivite de la norme.



90 § 3. Corps de dimension S 1

Corollaire. Si k verifie (Cd, on a dim(k) 1, ei, si k est de caracteristique
p > 0, [k : kP ] est egal a1 ou ap,

Vu la proposition precedente, le corps k verifie la condition (iv) de la propo­
sition 5. On a done bien dim(k) 1. D'autre part, supposons k 1: kP, et soit
K une extension radicielle de k de degre p. D'apres la proposition precedente,
on a N(K) = k. Or N(K) = KP. On a done KP = k, d'ou KP

3
= kP et

[k : kP] = [K : KP] = p.

Remarques.
1) La relation "[k : kP] = 1 ou p" peut aussi s'exprimer en disant que les

seules extensions radicielles de k sont les extensions v:', avec i = 0, 1, ... ,00.

2) La reciproque du corollaire precedent est fausse: il existe des corps parfaits
k de dimension 1 qui ne sont pas (C 1) , d. exercice ci­dessous.

Exercice (d'apres J. Ax [8]).
(a) Construire un corps ko de caracteristique 0, contenant toutes les racines de

l'unite, et tel que G(ko/ko) = Z2 x Z3. [Prendre une extension algebrique convenable
de C((X)).]

(b) Construire un polynome homogene f(X, Y), de degre 5, a coefficients dans ko,
qui ne represents pas O. [Prendre le produit d'un polynome de degre 2 et d'un polynome
de degre 3.)

(c) Soit k1 = ko((T)) , et soit k le corps obtenu en adjoignant ak1 les racines n­iemes
de T, pour tout entier n premier a 5. Montrer que

G(k/k) = Z2 x Z3 X Zs, d'ou dim(k) S 1.

Montrer que Ie polynome

i=S

F(X1 , .• • .Xs, Yl, ... ,Ys) = LTif(Xi,Yi)
i=l

est de degre 5 et ne represente pas 0 sur k. Le corps k n'est done pas (C1 ) .

[Une construction analogue, mais plus compliquee, donne un exemple de corps de
dimension S 1 qui n'est (Cr ) pour aucun T, cr. [8).)

3.3. Exemples de corps de dimension < 1

a) Un corps fini est (C 1) : theorerne de Chevalley [31]. En particulier, il est
de dimension 1.

b) Une extension de degre de transcendance 1 d'un corps algebriquement clos
est (C 1) : theorems de Tsen (cf. [95]). En particulier ... etc.

c) Soit K un corps muni d'une valuation discrete acorps residuel algebriquement
clos. Supposons que K soit henselien; et que R soit separable sur K. Alors K
verifie (C1 ) : theorems de Lang [95]. Cela s'applique en particulier a l'extension
maximale non ramifies d'un corps local acorps residuel parfait.

d) Soit k une extension algebrique du corps Q. Ecrivons k = lim k i , les k;
­­­t

etant finis sur Q, et notons Vi l'ensemble des "places" de k; (une "place" d'un
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corps de nombres peut etre definie comme une topologie sur ce corps, definie par
une valeur absolue non triviale). Soit V = l!.!!!. Vi. Si v E V, la place v induit sur
chaque k; une place, et le complete (ki)v est defini, Posons:

c'est un nombre "surnaturel" (cf. Chap. I, nO 1.3), qui est appele Ie degre de k
en v.

Proposition 9. Soit k une extension algebrique de Q, et soii p un nombre
premier. On suppose que p 1= 2, ou que k est totalement imaginaire. Si, pour
toute place ulirametrique v de k, l'exposant de p dans le deqre local nv(k) est
infini, on a cdp (Gk) ::; 1.

[On dit que k est "totalement imaginaire" s'il n'admet aucun plongement
dans R. II revient au meme de dire qu'on a nv(k) = 2 pour toute place v de k
definie par une valeur absolue archimedienne.]

Demonstration. On va d'abord prouver que la composante p-primaire de Br(k)
est nulle. Pour cela, soit x E Br(k), avec px = O. Comme k = .!!!!\ ki, on a
Br(k) = Br(ki), et x provient d'un element Xo E Br(kio ) ' Or on sait (cf. par
exemple Artin-Tate [6], Chap. 7) qu'un element du groupe de Brauer d'un corps
de nombres est caracterise par ses images locales, elles-memes donnees par des
invariants appartenant a. Q/Z. Si i io, l'image xCi) de x dans Br(ki ) a des
invariants locaux bien definis; soit Wi le sous-ensernble de Vi forme des places
ou l'invariant local de x( i) est non nul. Les Wi forment un systeme projectif
(pour i ::; iO)j nous allons voir que l!.!!!. Wi = 0. En effet, si VEl!!!!. Wi, l'image
de x dans chacun des groupes de Brauer Br((ki)v) est non nulle. Mais on sait que,
lorsqu'on fait une extension d'un corps local, l'invariant d'un element du groupe
de Brauer se trouve multiplie par Ie degre de l'extension (cf. [145}, p. 201). Si
alors vest ultrarnetrique, pDQ divise nv(k) et, pour i assez grand, le degre de
(ki)v sur (kio)v est divisible par p, ce qui entraine que l'invariant de xCi) en v
est nul, contrairement a. I'hypothese; de meme, si vest archimedienne (ce qui
n'est possible que si p = 2), le corps (ki)v est egal a. C pour i assez grand, et
l'invariant de xCi) en vest encore nul. On a done bien lim Wi = 0, et comme
les Wi sont finis, cela entraine Wi = 0 pour i assez grand (ef. Chap. I, n? 1.4,
lemme 3), d'ou xCi) = 0 et x = O. On a bien preuve que Br(k)(p) =O.

Pour la rneme raison, on a Br(k')(p) = 0 pour toute extension algebrique k'
de k, et la prop. 4 montre que cdp(Gk ) ::; 1, cqfd.

Corollaire. Si k est totalement imaginaire, et si le degre local de toute place
ultmmetrique de k est egal Ii 00, on a dim(k) ::; 1.

En effet, k est parfait, et cdp(Gk ) est::; 1 pour tout p: on peut appliquer la
prop. 6.

Remarque.
On ignore si un corps k qui verifie les conditions du corollaire ci-dessus est

necessairement (Cd; c'est peu probable.
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Ezercices.
1) Demontrer la reciproque de la prop. 9 [utiliser la surjectivite des applications

canoniques Br(k) -+ Br(k"»).
2) Montrer que GQ ne contient pas de sous-groupe isomorphe a. Zp x Zp [remarquer

qu'un tel sons-groupe est de dimension cohomologique 2, et utiliser la prop. 9). D'apres
Artin-Schreier (5), GQ ne contient pas de sous-groupe fini d'ordre > 2, et ne contient
pas Z/2Z x Zp.

En deduire que tout sous-groupe ferrne commutatif de GQ est isomorphe, soit a.
Z/2Z, soit a. un produit rIpE] Zp, oil I est une partie de l'ensemble des nombres
premiers. En particulier un tel sous-groupe est topologiquement monogene,

3) Soit k un corps parfait. Montrer que les trois proprietes suivantes sont equivalentes:
(i) 11; est algebriquement clos;
(ii) dim k«t)) $ 1;
(iii) dim k(t) $ 1.
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4.1. Extensions algebriques

Proposition 10. Soit k' une extension algebrique d'un corps k, et soit p un
nombre premier. On a edp(Gk,) edp(Gk), et il y a egalite dans chacun des
deux cas suivants:

(i) [k' : k]s est premier ap.
(ii) cdp(Gk) < 00 et [k' : k]s < 00.

Le groupe de Galois Gk' s'identifie aun sous-groupe du groupe de Galois Gk
et son indice est egal a [k' : k]s. La proposition resulte done de la prop. 14 du
Chapitre 1.

Remarque.
On a en fait un resultat plus precis:

Proposition 10'. Supposons [k' : k) < 00. On a alors cdp(Gk , )

lorsque les conditions suivantes sont simultanement satisfaites:
(a) p = 2;
(b) k est ordonnable (-1 n'est pas somme de carres dans k);
(c) Cd2(G k , ) < 00.

(Exemple: k = R, k' = C.)

On applique la prop. 14' du Chap. I au groupe profini Gk et a son sous-groupe
ouvert Gk , . On en deduit que, si cdp(Gk ) -I- edp(Gk , ) , le groupe G k contient un element
d'ordre p. Or, d'apres un theoreme d'Artin-Schreier ([5], voir aussi Bourbaki A VI.42,
exerc. 31), ceci n'est possible que si p = 2 et si k est ordonnable. D'ou le resultat.

4.2. Extensions transcendantes

Proposition 11. Soit k' une extension de k, de degre de transcendance N. Si
p est un nombre premier, on a

Il y a egalite lorsque k' est de type fini sur k, edp(Gk) < 00, et que p est distinct
de la caracteristique de k,



Hd+1(Gk" /-Lp) = n-ic; H1(H, /-Lp)) .

Mais H 1(H,/-Lp) = H1(k(t),/-Lp). Posons, pour simplifier l'ecriture, K = k(t).
La suite exacte °-+ /-Lp -+ Gm G m -+ 0, appliquee au corps K, montre
que H1(K,/-Lp) = K* jK*P, et cet isomorphisme est compatible avec l'action du
groupe Gk = Gk f / H. On a donc:
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Compte tenu de la prop. 10, on peut se borner au cas OU k' = k(t)j on a alors
N = 1. Si k designs une cloture algebrique de k, k/k est une extension quasi­
galoisienne de groupe de Galois Gk' De plus, cette extension est lineairement dis­
jointe de l'extension k(t)jk. On en conclut que le groupe de Galois de l'extension
k(t)jk(t) s'identifie a Gk. D'autre part, si H designe Ie groupe de Galois de
k(t)jk(t), le theorems de Tsen montre que cd(H) s 1. Comme Gk' jH = a; la
prop. 15 du Chapitre I donne l'inegalite cherchee,

k(t)

I
k(t)

/1
k k(t) = k'

1/
k

Reste avoir qu'il y a egalite lorsque cdp(Gk) < 00 et que p est distinct de la
caracteristique de k. Quitte a remplacer Gk par un de ses p­groupes de Sylow,
on peut supposer que Gk est un pro-p-groupe. Si /-Lp designe le groupe des racines
p­iemes de l'unite, Gk opere de facon triviale sur /-Lp, ce qui montre que les racines
p­iemes de l'unite appartiennent a k,

Posons d = cdp(Gk)' Nous allons voir que Hd+l(Gk" /-Lp) f. 0, ce qui etablira
I'inegalite cherchee, La suite spectrale des extensions de groupes (cf. Chapitre I,
n" 3.3) donne

Hd+l(Gk,,/-Lp) = Hd(Gk,K*jK*P).

Soit w : K* -+ Z la valuation de K = k(t) definie par un element de k (par
exemple 0); par passage au quotient, w definit un homomorphisme surjectif
K* /K*P -+ Z/pZ qui est compatible avec l'action de Gk. On en deduit un
homomorphisme

Hd(Gk' K* jK*P) ­­+ Hd(Gk, ZjpZ)

qui est egalement surjectif (car cdp(Gk) d). Mais, puisque Gk est un pro­p­
groupe, on a Hd(Gk,ZjpZ) f. O. Il s'ensuit que Hd(Gk,K*jK*P) ¥­ 0, d'ou
Hd+l(Gk,/-Lp) f. 0, cqfd.
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Corollaire. Si k est, soit un corps de fonctions d'une variable sur un corps fini,
soit un corps de fonctions de deux variables sur un corps algebriquement clos,
on a cd(Gk) = 2.

[Par "corps de fonctions de r variables" sur un corps ko, on entend une
extension de ko, de degre de transcendance r, et de type fini sur ko.J

Cela resulte de ce que cd(Gko) est egal a 1 (resp. a 0) lorsque ko est un corps
fini (resp. un corps algebrlquement clos).

Remarques.
1) Lorsque k' est une extension transcendante pure de k, la projection Gk , -+ Gk

est scindee (il suffit de le voir lorsque k' = k(t), auquel cas cela se deduit du resultat
analogue pour k«t)), cf. n" 4.3, exerc. 1, 2). II en resulte (cf. Ax [8]) que, pour tout
Gk-module A, l'application canonique

est injective. Cela montre en particulier que cdp(Gkl) ;::: cdp(Gk), meme si cdp(Gk) = 00.

2) Pour plus de details sur les relations entre la cohomologie galoisienne de k(t) et
celle des extensions finies de k (valeurs, residua, etc), voir Ie § 4 de l'Annexe.

4.3. Corps locaux

Proposition 12. Soit K un corps complet pour une valuation discrete de corps
residue! k. Pour tout nombre premier p, on a:

Il y a egalite lorsque cdp(Gk ) < 00 et que p est distinct de la caracteristique
de K.

La demonstration est analogue a la precedente. On utilise l'extension non
ramifiee maximale K n r de K. Le groupe de Galois de cette extension s'identifie
a Gki d'autre part, celui de Ks / Knr est de dimension cohomologique ::; 1
(cf. n? 3.3 ainsi que [145], Chap. XII). La prop. 15 du Chapitre I s'applique
et montre que cdp(GK ) ::; 1+ Cdp(Gk)'

Lorsque d = cdp(Gk ) est fini, et que p est premier ala caracteristique de K,
on se rarnene comme precedemment au cas OU Gk est un pro-p-groupe. On calcule
Hd+1(GK, jlp). On trouve:

Hd+1(GK,Jlp) =

La valuation de Knr definit un homomorphisme surjectif

-+ Z/pZ ,

d'ou un homomorphisme surjectif Hd(G k , -+ n-ia; Z/pZ), et on en
deduit encore que Hd+1(GK,jlp) est::f. 0, cqfd.
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Corollaire. Si Ie corps residueI k de K est fini, on a cdp (GK) = 2 pour tout p distinct
de la caracteristique de K.

On a en effet Gk = Z, d'ou cdp(Gk) = 1 pour tout p.

Remarque.
Si cdp(Gk) = 00, on a cdp(GK) = 00, cf. exerc. 3 ci-dessous.

Exercices.
Dans ces exercices, K et k satisfont aux hypotheses de la prop. 12.

1) On suppose k de caracteristique o. On a une suite exacte

oil N = G(K / K nr) est Ie groupe d'inertie de GK.

(a) Definir un isomorphisme canonique de N sur l!!!! I-'n, oil I-'n designe Ie groupe
des racines n-iemes de I'unite de k (ou de K, cela revient au meme). En deduire que
Nest isomorphe (non canoniquement) a Z.

(b) Montrer que l'extension (*) est scindee. lSi 11" est une uniformisante de K,
montrer que l'on peut choisir des 1I"n, n ::::: 1, dans K tels que 11"1 = 11" et (1I"nm)m = 1I"n
pour tout couple n, m ::::: 1. Si H est Ie sous-groupe de GK qui fixe les 1I"n, montrer que
GK est produit semi-direct de H et de N.]

2) On suppose k de caracteristique p > o. Une extension galoisienne finie de K est
dite moderee si son groupe d'inertie est d'ordre premier a p. Soit Kmod la composee
de ces extensions. On a K. ::> Kmod ::> Knr ::> K. Les corps residuels de Kmod et Knr
sont egaux a k.; celui de K. est k.

(a) Soit N = G(Kmod/Knr). Montrer que N = l!!!!l-'n, oil n parcourt les
entiers ::::: 1 premiers a p,

Montrer que l'extension

1 ---t N ---t G(Kmod/K) ---t Gk ---t 1

est scindee [meme methode que dans l'exerc. I).
(b) Soit P = G(K./Kmod). Montrer que P est un pro-p-groupe.
(c) Montrer que l'extension

est scindee [utiliser (a) ainsi que Ie fait que toute extension de G« par Pest scindee
puisque cdp(Gk) 1, cf. prop. 3 - voir aussi Hazewinkel [41], App., tho 2.1, pour Ie cas
oil k est parfait.]

3) Utiliser Ie scindage de GK Gk, demontre dans les deux exercices ci-dessus,
pour prouver que, si A est un Gk-module, les applications canoniques

Hi(k, A) ---t Hi(K, A), i =0,1, ... ,

sont injectives (d. (81). On a done cdp(Gk) s cdp(GK) pour tout p.
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4.4. Dimension cohomologique du groupe de Galois d'un
corps de nombres algebriques

Proposition 13. Soit k un corps de nombres alqebriques. Si p i- 2, ou si k est
totalement imaginaire, on a cdp(Gk) :=::; 2.

La demonstration s'appuie sur Ie lemme suivant:

Lemme 1. Pour tout nombre premier p il existe une extension abelienne K de
Q dont le groupe de Galois est isomorphe d Zp, et dont les degres locaux nv(K)
sont egaux d poco, pour toute place ulirametrique v de K.

[Comme K est galoisienne sur Q, le degre local nv(K) d'une place v de K
ne depend que de la place induite par v sur Qj si cette derniere est definie par
le nombre premier E, on ecrira nl(K) au lieu de nv(K).]

Soit d'abord Q(p) le corps obtenu en adjoignant a Q les racines de l'unite
d'ordre une puissance de p. II est bien connu ("irreductibilite des polynomes cy­
clotomiques") que le groupe de Galois de cette extension s'identifie canonique­
ment au groupe Up des unites du corps Qp. De plus, le groupe de decomposition
Dl d'un nombre premier £ est egal aUp tout entier si £ = p, et a I'adherence du
sous­groupe de Up engendre par £ si £ i- p (ef. [145], p. 85). Dans tous les cas, on
voit que Dl est infini, et il en resulte que son ordre (qui n'est autre que nl(Q(p»)
est divisible par pOD. Notons maintenant que Up est produit direct d 'un groupe
fini par le groupe Zp (ef. par exemple [145], p. 220). Une telle decomposition
definit un sous­corps K de Q(p) tel que G(K/Q) = Zp. Comme [Q(p) : K] est
fini, les degres locaux de K/Q sont necessairement egaux a pOD, ce qui acheve la
demonstration du lemme.

Revenons maintenant a la prop. 13. Soit K un corps jouissant des proprietes
enoncees dans le lemme 1, et soit L un compose de K avec k. Le groupe de Galois
de L/k s'identifie a un sous­groupe ferme d'indice fini du groupe G(K/Q)j il
est done lui aussi isomorphe a Zp. Le meme argument montre que les degres
locaux des places ultrametriques de K sont egaux apOD. D'apres la prop. 9, on a
Cdp(GL) :=::; 1. Comme d'autre part, on a cdp(Zp) = 1, la prop. 15 du Chapitre I
montre que Cdp(Gk) :=::; 2, cqfd.

4.5. La propriete (Cr )

C'est la suivante:
(Cj.). Touie equation homoqene f(Xl, . . . ,xn ) = 0, de degre d, d coefficients

dans k, a une solution non triviale dans kn si n > d",
(Noter que (Co) <=} k est algebriquement clos; quant a (C 1) , voir n° 3.2.)

La propriete (C r ) jouit de "theoremes de transition" analogues a ceux des
n'" 4.1 et 4.2. De facon plus precise:
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(a) Si k' est une extension algebrique de k, et si k est (C r ) , alors k' est (Cr ) ,

d. Lang [95].
(b) Plus generalement, si k' est une extension de k de degre de transcen­

dance n, et si k est (Cr ), alors k' est (C r +n ) , cf. Lang [95], complete par Nagata
[118].

En particulier, toute extension de degre de transcendance r d 'un corps
algebriquement clos est (C r ) ; ceci s'applique notamment au corps des fonctions
meromorphes sur une variete analytique complexe, compacte, de dimension r.

Par centre la prop. 12 n'a pas d'analogue pour (C,}: si K est un corps local dont le
corps residuel k est (Cr), il n'est pas vrai en general que K soit (Cr+I). L'exemple Ie
plus simple est celui de 'Ierjanian [174), ou r = 1, k = F2, K = Q2; Terjanian construit
un polynome homogene f, de degre 4, en 18 variables, a. coefficientsentiers, qui n'a pas
de zero non trivial dans Q2; comme 18 > 42, cela montre que Q2 n'est pas (C2), bien
que son corps residuel soit (C 1 ) . Pour d'autres exemples, voir Greenberg 157), ainsi que
Borevic­Safarevic [21), Chap. I, n" 6.5.

Lecasr=2
La propriete (C2) est particulierement interessante. Elle entraine:
(*) Si D est un corps gauche de centre k et fini sur k, La norme reduite

Nrd : D* ­t k* est surjective.
En effet, si [D: k] = n2 , et si a E k*, I'equation Nrd(x) = at" est homogene

de degre n en n2+1 inconnues (a savoir t et les composantes de x); si k est (C2),
elle a done une solution non triviale, ce qui montre que a est norme reduite d'un
element de D*.

Une autre consequence de (C 2) est:
(**) Toute forme quadratique d 5 variables (ou davantage ) sur k est isotrope

(i.e. represente 0).
Cela permet de classer completement les formes quadratiques sur k (suppose

de caracteristique f:. 2) au moyen de leur rang, de leur discriminant (dans
k*/k*2 = H 1(k,Z/ 2Z)) , et de leur invariant de Hasse-Witt (dans Br2(k) =
H 2(Z/2Z)), cf. Witt [187] ainsi que Scharlau [139], 11.14.5.

Lien entre (Cr ) et Cd(Gk) r
On a vu au n" 3.2 que (Ci ) => cd(Gk) 1. Il est probable que

(C r ) => cd(Gk) r pour tout r o.
C'est (trlvialement) vrai pour r = 0, et c'est (non trivialement) vrai pour r = 2, d'apres
des resultats de Merkurjev et Suslin. Plus precisement:

Theoreme MS (Suslin [167), cor. 24.9). Soit k un corps parfait. Les proprieies suiv-
antes sont equivalentes:

(a) cd(Gk) 2.
(b) La propriete (*) ci-dessus (surjectivite de la norme reduite) est vraie pour toutes

les extensions finies de k.

Comme (C 2 ) => (b), on en deduit bien que (C 2 ) => cd(Gk) 2 lorsque k est parfait;
Ie cas general se ramene immediatement a celui­la.
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Remarques.
1) Un point essentiel dans la demonstration du theoreme MS est la construction

d'un homomorphisme k" / Nrd(D*) --> H 3(k, qui est injectij si n est sans facteur
carre, cf. Merkurjev-Suslin [109], tho 12.2.

2) On peut se demander si cd(G k ) 2 entraine (**). II n'en est rien. Merkurjeva
montre (cf. [108]) que, pour tout N ? 1, il existe un corps k de caracteristique 0, avec
cd(Gk) = 2, qui possede une forme quadratique anisotrope de rang N. Si N > 4, un
tel corps n'est pas (C 2 ) ; il n'est meme pas (C r ) si l'on choisit N > 2r .

3) Pour un resultat partiel dans la direction (Cr) :b. cd(Gk) r , voir exerc. 2.

Ezercices.
1) On suppose k de caracteristique I- 2; on note I l'ideal d'augmentation de l'anneau

de Witt de k.
Montrer, comme consequence de resultats de Merkurjev et Suslin (cf. [4]' [111]),

que les proprietes suivantes sont equivaientes:
(a) Les formes quadratiques sur k sont caracterisees par leur rang, leur discriminant

et leur invariant de Hasse-Witt.
(b) [3 = O.
(c) H3(k, Z/2Z) = O.

2) On suppose k de caracteristique I- 2. Si x E k" on note (x) I'element correspon-
dant de Hl(k, Z/2Z) = k* /k*2, cf. n°1.2.

On note (M i ) la propriete suivante de k (cas particulier des conjectures de Milnor
[117]): Hi(k, Z/2Z) est engendre par les cup-produits des elements de Hl(k, Z/2Z).

On suppose que k est (C r) pour un entier r ? 1.
(a) Soient Xl, ... ,Xi E k", Montrer que le cup-produit (Xl) ... (Xi) E Hi(k, Z/2Z)

est 0 si i > r. [Soit q la i-forme de Pfister (1, -Xl) ® ... ® (1, -Xi). L'invariant
d'Arason [3] de q est (xI)··· (Xi)' Si i > r, (Cr ) entraine que q est isotrope, donc
hyperbolique, et son invariant est 0.)

(b) On suppose que les extensions finies de k ont la propriete (Mr+l). Montrer que
cd2(Gk) r.

(c) Meme enonce que (b), avec (Mr+d rem place par (Ms ).
[Ainsi, on a (Cr) => cd2(Gk) r si l'on adrnet les conjectures de Milnor.]

3) On suppose que k est (Cr) de caracteristique p > O.
(a) Montrer que [k : kP] pro En deduire que les groupes de cohomologie H;(k),

definis par Bloch et Kato (cf. [81]), sont 0 pour i > r + 1.
(b) On suppose p = 2. Montrer, en utilisant les resultats de Kato sur les formes de

Pfister (loc. cit., prop. 3) que H;(k) =0 pour i = r + 1.
(II est probable que ce resultat est egalement valable pour p I- 2.)
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Dans tout ce paragraphe, la lettre k designe un corps p-adique, c'est-a-dire une
extension finie du corps Qp. Un tel corps est complet pour une valuation discrete
v et son corps residuel ko est une extension finie F v! du corps premier F p; c'est
un corps localement compact.

5.1. Rappels

a) Structure de k*
Si U(k) designe le groupe des unites de k, on a la suite exacte

o-+ U(k) -+ k* Z -+ 0 .

Le groupe U(k) peut etre considere comme un groupe analytique p-adique com-
pact commutatif: sa dimension N est egale a [k : Qpl. D'apres la theorie de Lie,
U(k) est done isomorphe au produit d'un groupe fini F par (Zp)Nj il est clair
que F n'est autre que 1'ensemble des racines de l'unite contenues dans k; en
particulier, c'est un groupe cyclique.

II resulte de ce devissage de k* que les quotients k*/k*n sont finis pour tout
n 1, et l'on peut facilement evaluer leur ordre.

b) Le groupe de Galois Gk de I/k est de dimension cohomologique egale a2
(d. n" 4.3, cor. a la prop. 12).

c) Le groupe de Brauer Br(k) = H 2(k, G m ) s'identifie d Q/Z, cf. [1451,
Chap. XIII. Rappelons brievement comment se fait cette identification:

Si 1'on note knr 1'extension maximale non ramifiee de k, on montre d'abord
que Br(k) = H2(knr/k, G m ) , autrement dit que tout element de Br(k) est
"neutralise" par une extension non ramifiee, On montre ensuite que la valu-
ation v donne un isomorphisme de H2(knr/k, G m ) sur H2(knr/k, Z)j comme
G(knr/k) = Z, le groupe H2(knr/k, Z) s'identifie aQ/Z, ce qui donne l'isomor-
phisme cherche.

5.2. Cohomologie des Gk-modules finis

lei, et dans toute la suite, on note JLn Ie groupe des racines n-iemes de l'unite
de I; c'est un Gk-module.
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Lemme 2. On a H1(k,f.J.n) = k*/k*n, H2(k,f.J.n) = Z/nZ et Hi(k,f.J.n) = 0
pour i 3. En particulier tous les Hi(k, f.J.n) sont des groupes finis.

On ecrit la suite exacte de cohomologie correspondant it la suite exacte

cf. n" 1.2. On a HO(k,G m ) = k*, H I(k, G m ) = 0 et H2(k, G m ) = Q/Z. On en
deduit la determination de Hi(k, f.J.n) pour i ::; 2; le cas i 3 est trivial puisque
cd(Gk) =2.

Proposition 14. Si A est un Gk-module fini, Hn(k, A) est fini pour tout n.

11 existe evldemment une extension galoisienne finie K de k telle que A soit
isomorphe (comme GK-module) a une somme directe de modules de type f.J.n'
Vu le lemme 2, les u! (K, A) sont finis. La suite spectrale

Hi(G(Kjk) ,Hj(K, A)) =} Hn(k, A)

montre alors que les Hn(k, A) sont finis.

En particulier, les groupes H2(k, A) sont finis; on peut done appliquer au
groupe Gk les resultats du Chap. I, n" 3.5, et definir Ie module dualisant I
de Gk.

Theoreme 1. Le module dualisant I est isomorphe au module f.J. reunion des
f.J.n, n 1.

[On notera que f.J. est isomorphe it Q/Z en tant que groupe abelien, mais pas
en tant que Gk-module.]

Posons G = Gk pour simplifier les notations. Soit n un entier 2: 1, et
soit In le sous-module de I forme des elements annules par n. Si H est
un sons-groupe de G, on sait que I est un module dualisant pour H, et
HomH (f.J.n, In) = HomH (f.J.n, I) s'identifie au dual de H2(H, f.J.n), lequel est iso-
morphe it Z/nZ d'apres le lemme 2 (applique a l'extension de k correspon-
dant a H). En particulier, le resultat est indepetulen: de H. 11 s'ensuit que
Hom(f.J.n, In) = Z/nZ et que G opere trivialement sur ce groupe. Si In : f.J.n -+ In
designe l'element de Hom(f.J.n, In) correspondant au generateur canonique de
Z/nZ, on voit facilement que In est un isomorphisme de f.J.n sur In compatible
avec les operations de G sur ces deux groupes. En faisant tendre n vers l'infini
(multiplicativement!) on obtient un isomorphisme de f.J. sur I, ce qui demontre
le theoreme.

Theoreme 2. Soit A un Gk-module fini, et posons:

A' = Hom(A, f.J.) = Hom(A, Gm ) .

Pour tout entier i, 0 ::; i ::; 2, le cup-produit

Hi(k, A) x H2- i(k, A') H2(k, f.J.) = Q/Z

met en dualiU les groupes finis Hi(k,A) et H2-i(k,A').
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Pour i = 2, c'est la definition meme du module dualisant. Le cas i = 0 se
rarnene au cas i = 2 en remplacant A par A' et en observant que (A')' = A.
Pour la meme raison, dans le cas i = 1, il suffit de prouver que l'homomorphisme
canonique

est injectif. Or c'est "purement former' a.partir de ce que ron sait deja.. En effet,
puisque le foncteur H 1(k, A) est effacable, on peut plonger A dans un Gk-module
B de telle sorte que H 1(k,A)

-t Hl(k,B) soit nul. En posant C = BfA, on a
un diagramme commutatif:

HO(k, B) ---+ HO(k,C) H 1(k, A)

a1 {j1 -r1
H 2(k, B')* ---+ H 2(k,C')* ---+ H 1(k, A')*

Comme o et f3 sont bijectifs et 8 surjectif, on en conclut que 'Y est injectif, cqfd.

Remarques.
1) Le theoreme de dualite precedent est dii a. Tate [1711. La demonstration

initiale de Tate passait par I'interrnediaire de la cohomologie des "tores"; elle util-
isait de facon essentielle les theoremes de Nakayama (d. [145], Chap. IX). Poitou
en a donne une autre demonstration, qui consiste a. se ramener par devissage au
cas de J1.n (d. exerc. 1).

2) Lorsque le corps k, au lieu d'etre p-adique, est un corps de series formelles
ko((T)) sur un corps fini ko a. pI elements, les resultats ci-dessus restent valables
sans changement, pourvu que le module A soit d'ordre premier Ii p. Pour les mod-
ules p-primaires, la situation est differente, 11 faut interpreter A' = Hom(A, G m )

comme un groupe algebrique de dimension zero (correspondant a. une algebra
qui peut avoir des elements nilpotents), et prendre la cohomologie de ce groupe
non plus du point de vue galoisien (qui ne donnerait rien) , mais du point de
vue "plat". De plus, comme H 1 (k ,A ) n'est pas fini en general, il faut Ie munir
d'une certaine topologie, et prendre les caracteres qui sont continus pour cette
topologie; le theorerne de dualite redevient alors applicable. Pour plus de details,
voir Shatz [1571 et Milne [116J.

Ezercices.
1) En appliquant le theoreme de dualite au module A = ZlnZ, montrer que

l'on retrouve la dualite (donnee par la theorie du corps de classes local) entre
Hom(Gk, ZlnZ) et k O Ikon. Lorsque k contient les racines n-iernes de l'unite, on peut
identifier A a A' = I£n; montrer que l'application de k O Ikon X k O Ikon dans Q/Z ainsi
obtenue est donnee par Ie symbole de Hilbert (cf. [145], Chap. XIV).

2) On prend pour k un corps complet pour une valuation discrete, dont Ie corps
residuel ko est quasi-fini (cf. [1451, p. 198). Montrer que les theoremes 1 et 2 restent val-
ables, pourvu que 1'0n se limite a des modules finis d'ordre premier a la caracteristique
de ko.

3) La partie "purement formelle" de la demonstration du theorems 2 est en fait un
theoreme sur les morphismes de foncteurs cohomologiques. Quel est ce theoreme?
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4) Montrer directement, par application des criteres de Verdier (cf. Chap. I, An­
nexe 2, § 4) que Gk est un groupe de Cohen­Macaulay strict. En deduire une autre
demonstration du theoreme 2.

5.3. Premieres applications

Proposition 15. Le groupe Gk est de dimension cohomologique stricte egale
Ii 2.

En effet, Ie groupe HO(Gk,I) = HO(Gk,J-L) n'est autre que Ie groupe des
racines de I'unite contenues dans k, et on a vu au n° 5.1 que ce groupe est fini;
la proposition en resulte, compte tenu de la prop. 19 du Chap. 1.

Proposition 16. Si A est une variete abelienne definie sur k, on a

Pour tout n ? 1, soit An Ie sous­groupe de A noyau de la multiplication par n.
On voit immediatement que H2(k, A) = H2(k, An). D'apres Ie theorems de
dualite, H 2(k, An) est dual de HO(k, D'autre part, si B designe la variete
abelienne duale de A (au sens de la dualite des varietes abeliennes}, on sait que

peut etre identifie a Bn . On est done ramene a prouver que I'on a:

lim HO(k, B n ) = 0 .
+­

Or B(k) = HO(k, B) est un groupe de Lie p­adique compact et abelien. Son
sous­groupe de torsion est done fini, ce qui prouve que les HO(k, B n ) sont con­
tenus dans un sous­groupe fini fixe de B; la nullite de !!!!!. HO(k, B n ) en resulte
aisement.

Remarque.
Tate a demontre que HI(k, A) s'identifie au dual du groupe compact HO(k, B),

cf. [97], [170]; il ne semble pas que ce resultat puisse s'obtenir simplement apartir
du theorerne de dualite du n" precedent.

Exercice.
Soit T un tore defini sur k. Montrer que les conditions suivantes sont equivalentes:

(i) T(k) est compact,
(ii) Tout k­homomorphisme de T dans Gm est trivial,
(iii) H 2(k, T) = O.

5.4. Caracteristique d'Euler­Poincare (cas elementaire)

Soit A un Gk­module fini, et soit hi(A) l'ordre du groupe fini Hi(k, A). Posons:



104 § 5. Corps p-adiques

On obtient un nombre rationnel > 0 que l'on appelle la caracieristique d'Euler­
Poincare de A. Si 0 -> A -+ B -+ C -+ 0 est une suite exacte de Gk-modules,
on voit facilement que l'on a:

X(B) = X(A) . X(C) .

C'est l' "additivite" des caracteristiques d'Euler-Poincare. Tate a montre que
X(A) ne depend que de l'ordre a de A (de facon plus precise, il a preuve I'egalite
X(A) = 1/(0 : ao), OU 0 designe l'anneau des entiers de k, cf. n? 5.7). Nous nous
contenterons, pour le moment, d'un cas particulier elementaire:

Proposition 17. Si l'ordre de A est premier d p, on a X(A) = 1.

On va utiliser la suite spectrale associee a la tour d'extensions k -+ knr -> k.
Le groupe G(knr/k) s'identifie a Z, on le sait. Si l'on designe par U Ie groupe
G(k/knr), la theorie des groupes de ramification montre que le p-groupe de Sylow
Up de U est distingue dans U, et que le quotient V = U jUp est isomorphe au
produit des Zi, pour £ 1= p (cf. n? 4.3, exerc. 2). On en deduit facilement que
Hi(U, A) est fini pour tout i, et nul pour i 2: 2. La suite speetrale

devient ici

On en tire:

et l'on a une suite exacte:

Mais, si M est un Z-module fini, il est immediat que les groupes HoeL, M) et
H1(Z,M) ont meme nombre d'elements. En appliquant ceci aM = H°{U,A)
et M = H1(U, A), on voit que h1(A) = hO(A) . h2(A), ce qui demontre bien que
X(A) = 1.

Exercice.
Montrer que le groupe Up defini dans la demonstration de la prop. 17 est un pro-p-

groupe libre. En deduire que l'on a Hi(U, A) = 0 pour j 2 et pour tout Gk-module
de torsion A. Montrer que, si A est un p-groupe =1= 0, Ie groupe HI (U, A) n'est pas fini.
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5.5. Cohomologie non ramifiee

Nous conservons les notations du n? precedent. Un Gk-module A est dit non
ramijie si Ie groupe U = G(k/knr) opere trivialement sur Ai cela permet de
considerer A comme un Z-module, puisque G(knr/k) = Z. En particulier, les
groupes de cohomologie Hi(knr/k, A) sont definis, Nous les noterons A).

Proposition 18. Soit A un Gk-module jini et non ramifie. On a:

(a) A) = HO(k, A).

(b) s'identijie d un sous-groupe de HI(k,A); son ordre est egal d
celui de HO(k, A).

(c) A) = 0 pour i 2.

L'assertion (a) est triviale; l'assertion (b) resulte du fait que HO(Z, A) et
HI(Z, A) ont meme nombre d'elements; l'assertion (c) resulte de ce que Zest
de dimension cohomologique egale a 1.

Proposition 19. Soit A un Gk-module jini, non ramijie, et d'ordre premier d p.
Le module A' = Hom(A, JL) jouit des memes proprietes. De plus, dans la dualite
entre HI(k,A) et HI(k,A'), chacun des sous-groupes et
est l'orthogonal de l'autre.

Soit 7i le sous-module de JL forme des elements d'ordre premier a p. II est
bien connu que 7i est un Gk-module non ramifie (Ie generateur canonique F de
G(knr/k) = Z opere sur 7i par). 1-+ ).q, q etant le nombre d'elements du corps
residuel ko). Comme A' = Hom(A,m, on en deduit que A' est non ramifie,

Le cup-produit A) x A') -+ H2(k, JL) se factorise a travers
H;r(k, Ji), qui est nul. II en resulte que A) et A') sont orthogonaux.
Pour prouver que chacun est exactement l'orthogonal de l'autre, il suffit de
verifier que l'ordre hI(A) de HI(k,A) est egal au produit h;r(A)· h;r(A') des
ordres de A) et A'). Or la prop. 18 montre que h;'r(A) = hO(A),
et de merne h;r(A') = hO(A'). D'apres le theoreme de dualite, hO(A') = h2(A).

Comme X(A) = 1 (ef. prop. 17), on en deduit bien que

hI(A) = hO(A) . h2(A) = h;r(A) . h;r(A') , cqfd.

Exercice.
Etendre les prop. 17, 18, 19 aux corps complets pour une valuation discrete de

corps residual quasi-fini. Peut-on faire de meme pour les prop. 15 et 16?

5.6. Le groupe de Galois de la p-extension maximale de k

Soit k(p) la p-extension maximale de k, au sens du § 2. Par definition, le groupe
de Galois Gk(p) de k(p)/k est le plus grand quotient de Gk qui soit un pro-p-
groupe. NOllS allons etudier la structure de ce groupe.
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Proposition 20. Soit A un Gk(p)-module de torsion et p-primaire. Pour tout
entier i 0, l'homomorphisme canonique

est un isomorphisme.

On utilise le lemme suivant:

Lemme 3. Si K est une extension algebrique de k dont le degre est divisible
par pCXJ, on a Br(K)(p) = O.

On ecrit K comme reunion de sous-extension finies Ko: de k. On a Br(K} =
lim Br(Ko:}. De plus chaque Br(Ko:) s'identifie a Q/Z, et si K{3 contient K oo

l'homomorphisme correspondant de Br(Ko:) dans Br(K{3) est simplement la mul-
tiplication par Ie degre IK{3 : Ko:] (cf. 1145], p. 201). Le lemme resulte facilement
de la (d. demonstration de la prop. 9, n'' 3.3).

Revenons a la demonstration de la proposition 20. Le corps k(p) contient la
p-extension maximale non ramifiee de k, dont Ie groupe de Galois est Zp; on a
done [k(p) : k] = pCXJ et Ie lemme 3 s'applique a toutes les extensions algebriques
K de k(p). Si I = G(k/k(p)), cela entraine que cdp(I) 1, d. n" 2.3, prop. 4.
On a done Hi (I, A) = 0 pour i 2; mais on a aussi Hl(I, A) = 0, car tout
homomorphisme de I dans un p-groupe est trivial (d. n? 2.1, demonstration de
la prop. 2). La suite spectrale des extensions de groupes montre alors que les
homomorphismes

sont des isomorphismes, cqfd.

Theoreme 3. Si k ne contient pas de racine primitive p-ieme de l'unite, le
groupe Gk(p) est un pro-p-groupe libre, de rang N + 1, avec N = Ik :Qp].

D'apres la prop. 20, on a H 2(Gk(p), Z/pZ) = H 2 (k,Z/pZ)j le theorems de
dualite montre que ce dernier groupe est dual de HO(k,JLp), qui est nul par
hypothese. On a done H 2(Gk(p), Z/pZ) = 0, ce qui signifie que Gk(P) est libre,
cr. Chap. I, n? 4.2. Pour calculer son rang, il faut determiner la dimension de
H1(Gk(P), Z/pZ), qui est isomorphe a H1(Gk' Z/pZ). D'apres la theorie du corps
de classes local (ou le theoreme de dualite) ce groupe est dual de k" /k*P; vu les
resultats rappeles au n? 5.1, k" /k*P est un F p-espace vectoriel de dimension
N + 1, cqfd.

Theoreme 4. Si k contient une racine primitive p-ieme de 1'unite, le groupe
Gk(p) est un pro-p-groupe de Demuskin de rang N + 2, avec N = [k : Qp]. Son
module dualisant est la composante p-primaire JL(p) du groupe JL des racines de
l'unite.
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On a HO(k, J-Lp) = Z/pZ, d'ou H2(k, Z/pZ) = Z/pZ. Appliquant la prop. 20,
on voit que H2(Gk(p), Z/pZ) = Z/pZ, et Hi(Gk(P), Z/pZ) = °pour i > 2, ce
qui montre deja que cdp(Gk(p» = 2. Pour verifier que Gk(P) est un groupe de
Dernuskin, il reste a prouver que Ie cup-produit:

est une forme bilineaire non degeneree, Or cela resulte de la prop. 20, et du
resultat analogue pour la cohomologie de k (noter que J-Lp et Z/pZ sont isomor-
phes).

Le rang de Gk(p) est egal ala dimension de H1(Gk(p), Z/pZ), qui est egale
a celle de k* /k*P, c'est-a-dire N + 2.

Reste a montrer que le module dualisant de Gk(p) est J-L(p). Tout d'abord,
puisque k contient J-Lp, le corps obtenu en adjoignant a k les racines pn-iemes de
l'unite est une extension abelienne de k, de degre pn-l; elle est done contenue
dans k(p). Cela montre deja que J-L(p) est un Gk(p)-moduIej d'apres la prop. 20,
on a

H2(Gk(P), J-L(P» = H2(k, J-L(p» = (Q/Z)(p) = Qp/Zp .

Soit maintenant A un Gk(p)-module fini et p-primaire. Posons:

A' = Hom(A,J-L) = Hom(A,J-L(p» .

On obtient ainsi un Gk(p)-module. Si ° i 2, le cup-produit definit une
application bilineaire:

D'apres la prop. 20, cette application s'identifie a l'application correspon-
dante pour la cohomologie de Gki d'apres Ie tho 2, c'est done une dualite entre
Hi(Gk(p), A) et H2- i(Gk(p), A'), ce qui acheve de prouver que J-L(p) est Ie mod-
ule dualisant de Gk(P}.

Corollaire (Kawada). Le groupe Gk(P) peut etre defini par N + 2 generateurs
et une relation.

Cela resulte des egalites:

Remarque.
La structure de Gk(p) a ete determines completement par Demuskin (43), (44] et

Labute [92]. Le resultat est le suivant: notons pS la plus grande puissance de p telle
que k contienne les racines pS-iemes de I'unite, et supposons d'abord que p" 1= 2 (c'est
notamment le cas si p 1= 2). On peut alors choisir les generateurs x}, ... , XN+2 de
Gk(p), et la relation r entre ces generateurs, de telle sorte que l'on ait:

r=X((Xl,X2)"'(XN+l,XN+2) .

(On pose (x, y) = xyx-1y-l. Noter que l'hypothese pS 1= 2 entraine que N est pair.]
Lorsque p' = 2 et que N est impair, la relation r peut s'ecrire
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r = xa)(X4,Xs) ... (XN+i, XN+2) ,

d. [147} ainsi que Labute [92j, tho 8. Ainsi, pour k = Q2, le groupe Gk(2) est engendre
(topologiquement) par trois elements x, y, z lies par la relation x 2y4(y, z) = 1.

Lorsque p. = 2 et que N est pair, la structure de Gk(2) depend de l'image du
caractere cyclotomique X : Gk -+ U 2 = Z; (cf. [92}, tho 9):

si Im(x) est Ie sons-groupe ferme de U 2 engendre par -1 + 21 (f 2), on a

2+2/
r = Xl (Xl, X2)(Xa, X4) ... (XN+I, XN+2) ;

si Im(x) est engendre par -1 et 1+ 21 (f 2), on a

2( 2/r = Xl XI,X2)Xa (xa, X4)'" (XN+1,XN+2) .

Exercices.
Dans ces exercices k est un corps complet pour une valuation discrete de corps

residuel F q, avec q = pl.

1) Soit kmod la composee des extensions galoisiennes moderees de k, d. n" 4.3,
exerc. 2. Montrer que G(kmod/k) est isomorphe au produit semi-direct de Zpar Z', oil
Z' = I1l,eP Zl et le generateur canonique de Z opere sur Z' par A1-+ qs:

Montrer que ce groupe est isomorphe au groupe profini associe au groupe discret
defini par deux generateurs X, y lies par la relation yxy-l = x q •

2) Soit i un nombre premier # p. On se propose de determiner la structure du
pro-f-groupe Gk(i), cf. § 2.

(a) On suppose que F q ne contient pas de racine primitive i-ieme de l'unite,
autrement dit que i ne divise pas q - 1. Montrer que Gk(i) est un pro-f-groupe li-
bre de rang 1, et que l'extension k(i)/k est non ramifee,

(b) On suppose que q == 1 (mod i). Montrer que Gk(i) est un groupe de Demuskin
de rang 2. Montrer, en utilisant l'exercice 1, que Gk(i) peut etre defini par deux
generateurs X, y lies par la relation yxy-l = x q

• Montrer que ce groupe est isomorphe

au sons-groupe du groupe affine forme des matrices telles que bE Zl, et que

a E Zi soit une puissance i-adique de q.
(c) Les hypotheses etant celles de (b), on note m la valuation i-adique de q - 1.

Montrer que m est le plus grand entier tel que k contienne les racines im-iemes de
l'unite, Montrer que, si i # 2, ou si i = 2 et m # 1, Ie groupe Gk(i) peut etre defini
par deux generateurs X et y lies par la relation

yxy-l = x l+l'" .

Si i = 2, m = 1, soit n la valuation 2-adique de q + 1. Montrer que Gk(2) peut etre
defini par deux generateurs X et y lies par la relation

yxy-l = X-(1+2
n
j .

(d) Expliciter le module dualisant de Gk(i) dans le cas (b).

5.7. Caracteristique d'Euler-Poincare

On revient aux notations du n" 5.4. En particulier, 0 designe l'anneau des entiers
de k. Pour tout x E k, on note IIxlik la valeur absolue normolisee de x, cf. [145),
p. 37. Pour tout x E 0, on a:
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1
IIxlik = (0: xo)

En particulier:
Ilplik =«", avec N = [k : Qp].

Si A est un Gk-module fini, on note X(k, A) (ou simplement X(A) s'il n'y
a aucun risque de confusion sur k) la caracteristique d'Euier-Poiticare de A
(n? 5.4). Le theoreme de Tate s'enonce alors ainsi:

'I'heoreme 5. Si l'ordre du Gk-module fini A est egal d a, on a:

Les deux membres de la formule dependent "additivement" de A. On est
done ramene, par un devissage immediat, au cas OU A est un espace vectoriel
sur un corps premier. Si ce corps est de caracteristique i= p, le theoreme a deja
ete demontre (prop. 17). On peut done supposer que A est un espace vectoriel
sur F p- On peut alors considerer A comme un F p[G)-module, ou G designe un
quotient fini de Gk. Soit K(G) Ie groupe de Grothendieck de la categoric des
Fp[Gj-modules de type fini (cf. par exemple Swan [168]); les fonctions x(A) et
lIallk definissent des homomorphismes X et cp de K(G) dans Q+, et tout revient
d prouver que X = cp. Comme Q+ est un groupe abelien sans torsion, il suffit
de montrer que X et cp ont la meme valeur sur des elements Xi de K (G) qui
engendrent K(G) Q. Or on a Ie lemme suivant:

Lemme 4. Pour tout sous-groupe C de G, notons Mg l'homomorphisme de
dans defini parle foneteurs Mg du Chap. I, n" 2.5 ("module

induit"). Le groupe K(G) Q est enqendre par les images des ug, pour C
parcourant l'ensemble des sous-qroupes cycliques de G d'ordre premier Ii p.

Ce resultat peut se deduire de la description de K(G) Q au moyen de
"caracteres modulaires". On peut aussi, plus simplement, appliquer les resultats
generaux de Swan [168j, [169j.

Il resulte de ce Iemme qu'il suffit de prouver I'egalite X(A) = Halik Iorsque
A est un Fp[Gj-module de la forme Mg(B), avec C sons-groupe cyclique de G,
d'ordre premier a p. Or, si K est l'extension de k correspondant a C, et si
b = Card(B), on a:

X(K, B) = X(k, A) et ( )
[K :klIIbll K = Ilblik = Ilalik .

La formule a demontrer est done equivalente ala formule x(K,B) = IIBIIK'
ce qui signifie que nous sommes ramenes au cas du module B, ou encore (quitte
a changer le corps de base), que nous sommes ramenes au cas au le groupe G est
cyclique d'ordre premier d p. Cela va simplifier la situation, du fait notamment
que l'algebre F p[G) est maintenant semi-simple.

Soit L l'extension de k telle que G(Llk) = G. Comme l'ordre de G est premier
a celui de A, on a:
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Cela nous amene a introduire l'element hdA) de K(G) defini par la formule:

i=2

hdA) = -l)i[Hi(L, A)J
i=O

oil [Hi(L, A)] designe l'element de K(G) qui correspond au K(G)-module
Hi(L,A).

Soit d'autre part 0 : K(G) -. Z l'unique homomorphisme de K(G) dans Z
tel que O([E]) = dimHO(G,E) pour tout K(G)-module E. On a evidemment:

logpX(A) = O(hdA)) .

Or, on peut expliciter hdA):

Lemme 5. Soitra E K(G) la classe du module Fp[G] ("representation reguliere"),
soit N = !k : Qp], et soit d = dim(A). On a:

hdA) = -dN·ra .

Admettons pour un instant ce lemme. Comme O(ra) = 1, on en deduit que
O(hL(A)) = -dN, d'ou X(A) = p-dN = IIpdll k = lIalik.

Tout revient done ademontrer le lemme 5. Notons d'abord que le cup-produit
definit un isomorphisme de G-modules:

Dans I'anneau K (G), on a done:

hdA) = hdZ/pZ) . [AJ

et tout revient a prouver que hdZ/pZ) = -N'ra (en effet, on verifie sans
difficultes que ra . [A] = dim(A)·ra). On peut done se berner a demonirer le
Lemme 5 lorsque A = Z/pZ.

Or, dans ce cas, on a:

HO(L, Z/pZ) = Z/pZ ,
H 1(L, Z/pZ) = Hom(GL, Z/pZ) = dual de L*/L*P (theorie du corps de classes)
H 2(L, Z/pZ) = dual de HO(L, ILp) (theoreme de dualite).

Soit U le groupe des unites de L. On a la suite exacte:

0--+ U/UP --+ L*/L*P --+ Z/pZ --+ O.

Si l'on designe par hdZ/pZ)* Ie dual de hdZ/pZ), on voit alors que l'on a:
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Soit V Ie sous-groupe de U forme des elements congrus it. 1 modulo l'ideal
maximal de I'anneau 0L. On a V/VP = U/UP, et le groupe HO(L,j.Lp) n'est autre
que Ie sous-groupe PV de V forme des elements x de V tels que x P = 1. On peut
done ecrire:

-hdZ/pZ)* = lV/VP)- [PV)

= [Toro(V,Z/pZ)] - [Torl(V,Z/pZ)] .

Mais Vest un Zp-module de type fini, et l'on sait (c'est l'un des resultats
elementaires de la theorie de Brauer, cf. par exemple Giorgiutti [53)) que
I'expression [Toro(V, Z/pZ)] - [TorI (V, Z/pZ)) ne depend que du produit ten-
soriel de V avec Qp (ou encore, si I'on veut, de l'algebre de Lie du groupe
analytique p-adique V). Or, le theorerne de la base normale montre que cette
algebre de Lie est un Q[G)-module libre de rang N. On a done:

IToro(V, Z/pZ)]- [TorI (V, Z/pZ)] = N'ra ,

et comme (ra)* = ra, on voit bien que hdZ/pZ) est egal it. -N·ra, ce qui
acheve la demonstration.

Remarque.
La demonstration initiale de Tate (cf. [171)) n'utilisait pas le lemme 4, mais

Ie remplaeait par un argument de "devissage" moins precis: on se trouvait ra-
mene au cas d'extensions galoisiennes L/ k moderement ramifiees, mais d'ordre
eventuellement divisible par p. L'etude de L*/ L*Pest alors plus delicate, et Tate
avait du faire appel it. un resultat d'Iwasawa [76]; il m'a d'ailleurs communique
une demonstration "cohomologique" du resultat en question (lettre du 7 avril
1963).

Ezercices.
1) Montrer directement que, si V et Vi sont des Zp[G]-moduies de type fini, tels

que V il9Qp = V' 0 Qp, on a:

(v/pVj- [pV] = [V'/pV'j- [pV'j

[Se ramener au cas ou V :::> V' :::> pV, et utiliser la suite exacte:

dans K(G).

o--t pV' --+ pV --+ V/V' --+ V'/pV' --t V/pV --+ V/V' --+ O.j

2) Soit F un corps de caracteristique p, soit A un espace vectoriel de dimension finie
sur F, et supposons que Gk opere contimlment (et lineairement) sur A; les groupes de
cohomologie trt». A) sont alors des F-espaces vectorieis. On pose:

Montrer que e(A) = -N·dim(A), avec N = [k : Qp]. [Meme demonstration que
pour le theoreme 5, en remplacant partout Ie corps F p par Ie corps F.j

3) Memes hypotheses que dans l'exercice precedent. On se donne une extension
galoisienne L/k, de groupe de Galois G fini, telle que GL opere trivialement sur A (i.e.
A est un F[G]-moduIe). On pose
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dans Ie groupe de Grothendieck KF(G) des F[G]-modules de type fini. Montrer que
1'on a encore la formule:

hL(A) = -N· dim(A)·ra .

[Utiliser Ia theorie des caracteres modulaires pour se ramener au cas oil G est
cyclique d'ordre premier ap.]

4) Memes hypotheses et notations que dans les deux exercices precedents, a cela
pres qu'on suppose F de caracteristique =I p. Montrer que l'on a alors U(A) = 0 et
hL(A) =0 pour tout A.

5.8. Groupes de type multiplicatif

Soit A un Gk-module de type fini sur Z. On definit son dual A' par la formule
habituelle:

A' = Hom(A,Gm ) .

Le groupe A' est le groupe des k-points d'un groupe algebrique commutatif,
defini sur k, et que nous designerons encore par Hom(A, Gm ) . Lorsque A est fini,
A' est fini; lorsque A est libre sur Z, A' est Ie tore de groupe des caracteres A
(cf. Chap. III, n? 2.1). On se propose d'etendre au couple (A, A') le theoreme de
dualite du n? 5.2. Le cup-produit definit des applications bilineaires

(i = 0,1,2).

T'heoreme 6. (a) Soit HO(k,A)" le complete du groupe abelien HO(k,A) pour
la topologie des sous-groupes d'indice fini. L'application 80 met en dualite le
groupe compact HO(k, A)" et le groupe discret H2(k, A').

(b) L 'application 81 met en dualite les deux groupes finis H1(k, A) et H1(k, A').
(c) Le groupe HO(k, A') peut etre canoniquement muni d'une structure de

groupe analytique p-adique; soit HO(k,A')" son complete pour la topologie des
sous-groupes ouverts d'indice fini. L 'application 82 met en dualite le groupe dis-
cret H2(k, A) et le groupe compact HO(k,A')".

[Lorsque A est fini, on peut supprimer les operations de completion de (a) et
de (c), et 1'0n retrouve le theoreme 2 du nO 5.2.]

On va se borner a esquisser une demonstration par "devissage": on devrait
pouvoir aussi proceder directement apartir des resultats des Annexes 1 et 2 au
Chap. I.

i) Cas ou A = Z
On a A' = Gmj l'assertion (a) resulte de l'isomorphisme H2(k, Gm) = Q/Zj
l'assertion (b) resulte de ce que H1(k, Z) = 0 et H 1(k, Gm ) = 0; l'assertion (c)
resulte de ce que H2(k, Z) est isomorphe aHom(Gk, Q/Z), et la theorie du corps
de classes local (theoreme d' "existence" compris) montre que ce groupe est dual
du complete de k* pour la topologie des sous-groupes ouverts d'indice fini.



5.8. Groupes de type multiplieatif 113

ii) Cas OU A = Z[G]' avec G quotient fini de Gk
Si G est Ie groupe de Galois de l'extension finie Kfk, on a Hi(k, A) = Hi(K, Z)
et de meme Hi(k, A') = Hi(K, Gm ) . On est ainsi ramene au cas precedent
(pour le corps K), acondition bien entendu de verifier certaines commutativites
de diagrammes.

iii) Finitude de H1(k, A) et de H1(k, A')
Cette finitude est connue lorsque A lui-meme est fini (cf. n" 5.2). Par devissage,
on est donc ramene au cas OU A est libre sur Z. Soit K/k une extension galoisi-
enne finie de k, de groupe de Galois G, telle que GK opere trivialement sur A.
On a H 1(K, A) = Hom(GK, A) = 0, et de rneme H 1(K, A') est nul (th. 90). On
a done:

et

II est evident que Ie groupe H 1(G, A) est fini; la finitude du groupe H 1(G, A')
se demontre sans difficultes (cf. Chap. III, n? 4.3).

iv) Cas general
On ecrit A comme quotient L/R, ou L est un Z[GJ-module libre de type fini,
G etant un quotient fini de Gk. D'apres (ii), le tho 6 est vrai pour L, et l'on a
H1(k, L) = H1(k, L') = O. Les suites exactes de cohomologie relatives aux suites
exactes de coefficients:

o ---t R ---t L ---t A ---t 0

o---t A' ---t L' ---t R' ---t 0

se coupent chacune en deux troncons, On obtient ainsi les diagrammes commu-
tatifs (I) et (II) ci-dessous. Pour les ecrire plus commodement, nous ne mention-
nerons pas explicitement le corps k, et nous noterons E* le groupe des homo-
morphismes continus d'un groupe topologique E dans le groupe discret Q/Z;
pour les groupes topologiques que nous avons aconsiderer, il se trouve que "con-
tinu" equivaut a "d'ordre fini". Ceci etant, les diagrammes en question sont les
suivants:

o ---t H 1(R)*
---t HO(A)* ---t HO(L)* ---t HO(R)* ---t 0

W hT hT hT hT
o ---t H 1(R')

---t H 2(A')
---t H 2(L')

---t H 2(R')
---t 0

et

o ---t H 1(A)
---t H 2(R)

---t H 2(L)
---t H 2(A)

---t 0

(II) s, 1 g21 g31 94 1
o ---t H 1(A')*

---t HO(R')* ---t HO(L')* ---t HO(A')* --+ 0

Bien entendu, les fleches verticales sont definies par les applications bilineaires (Ji'

II faut noter egalement que les lignes de ces deux diagrammes sont des suites
exactes; c'est evident pour le diagramme (I) ainsi que pour la premiere ligne du
diagramme (II); en ce qui concerne la deuxieme ligne du diagramme (II), il faut
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remarquer le foncteur Homcont(G, Q/Z) est exact sur la categorie des groupes
abeliens localement compacts G qui sont totalement discontinus et denombrables
a l'infini.

Le theoreme 6 revient a dire que les applications 12, 91 et 94 sont bijectives.
Or, d'apres (ii), 93 est bijective. On en deduit que 94 est surjective. Comme ce
resultat peut s'appliquer a tout Gk-module A, il est egalement vrai pour R, ce
qui prouve que 92 est surjective; de la et du diagramme (II), on tire que 94 est
bijective, puis que 92 est bijective, et enfin que 91 est bijective. Revenant au dia-
gramme (I), on voit que It et h sont bijectives; on en deduit que 12 est injective,
done aussi 14, et finalement 12 est bijective, ce qui acheve la demonstration.

Remarque.
Lorsque A est libre sur Z (autrement dit lorsque A' est un tore), on peut

donner une demonstration plus simple du theorems 6, basee sur les theoremes
du type Nakayama-Tate (cf. [145], Chap. IX).
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Dans ce paragraphe, on note k un corps de nombres algebriques, c'est-a-diro une
extension finie de Q. Une place de k est une classe d'equivalence de valeurs
absolues non impropres de k; l'ensemble des places est note V. Si v E V, le
complete de k pour la topologie associee avest note kv ; si vest archimedienne,
kv est isomorphe aR ou C; si vest ultrametrique, kv est un corps p-adique.

6.1. Modules finis - definition des groupes pi(k, A)

Soit A un Gk-module fini. Le changement de base k ........ kv permit de definir les
groupes de cohomologie Hi(kv , A). [Lorsque vest une place archimedienne, nous
conviendrons que HO(kv , A) designe Ie D-ieme groupe de cohomologie modifie
(cf. [145], Chap. VIII, n? 1) du groupe fini G»; avaleurs dans A. Si par exemple
vest complexe, on a HO(kv , A) = 0.]

D'apres le n" 1.1, on a des homomorphismes canoniques:

Ces homomorphismes peuvent s'interpreter de la maniere suivante:
Soit w une extension de v ak, et soit Dw Ie groupe de decomposition corre-

spondant (on a s E Dw si et seulement si s(w) = w). Notons kw la reunion des
completes des sons-extensions finies de k [attention: ce n'est pas le complete de
k pour w, cf. exerc. I]; on demontre facilement que kw est une cloture algebrique
de kv , et que son groupe de Galois est Dw . On peut done identifier Hi(kv ,A) a.
Hi(Dw , A), et l'homomorphisme

devient alors simplement l'homomorphisme de restriction:

La collection des homomorphismes Hi(k, A) ........ trt»; A) definit un homo-
morphisme Hi(k, A) ........ nHi(kv , A). En fait, le produit direct peut etre rem-
place par un sous-groupe convenable. De facon precise, soit K / k une extension
galoisienne finie de k telle que Gk opere trivialement dans A, et soit S un en-
semble fini de places de k contenant toutes les places archimediennes ainsi que
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toutes les places que se ramifient dans K. II est facile de voir que, pour v ¢ S, Ie
Gkv-module A est non ramijie au sens du n? 5.5, et les sous-groupes
sont bien definis, Soit Pi(k, A) le sous-groupe du produit TIvEV Hi(kv, A) forme
des systemes (xv) tels que Xv appartienne a. (kv,A) pour presque tout v E V.
On a:

Proposition 21. L 'homomorphisme canonique Hi(k, A) -+ TI Hi(kv, A) ap­
plique Hi(k, A) dans pi(k, A).

En effet, tout element X de Hi(k, A) provient d'un element y E Hi(L/k, A),
ou L / k est une extension galoisienne fine convenable. Si T designe la reunion de
Set de l'ensemble des places de k ramifiees dans L, il est clair que l'image Xv de
X dans Hi(kv, A) appartient a. A) pour tout v ¢ T, d'ou la proposition.

Nous noterons fi : Hi(k, A) -+ Pi(k, A) l'homomorphisme defini par la
proposition precedente, D'apres la prop. 18 du n? 5.5, on a:

pO(k, A)=IIHO(kv, A)
p2(k, A)=IIH2(k

v , A)

(produit direct),

(somme directe).

Quant au groupe pl(k, A), Tate propose de le noter IIHl(kv, A), pour bien
montrer qu'il est intermediaire entre un produit direct et une somme directe.

Enfin, les groupes Pi(k, A), i 3, sont simplement les produits (finis) des
Hi(kv, A), pour v parcourant l'ensemble des places archimediennes reelles de k.
En particulier, on a pi(k, A) = 0 pour i 3 si k est totalement imaginaire, ou
si A est d' ordre impair.

Remarque.
L'application fo est evidemrnent injective, et Tate a demontre (cf. n? 6.3)

que les Ii, i 3, sont bijectives. Par contre, it et h ne sont pas necessairement
injectives (cf. Chap. III, n" 4.7).

Exercices.
1) Soit w une place ultrametrique de la cloture algebrique k de k, Montrer que Ie

corpskw definiplus haut n'est pas complet [remarquerqu'il est reunion denombrablede
sous-espaces fermes sans points interieurs, et appliquer le theoreme de Baire]. Montrer
que Ie complete de kw est un corps algebriquement clos.

2) Definir les pi(k,A) pour i negatif, Montrer que Ie systeme des {pi(k,A)}iEZ
forme un foncteur cohomologique en A.

6.2. Le theoreme de proprete

Les groupes Pi(k, A) definis au n? precedent peuvent etre munis de facon
naturelle d'une topologie de groupe localement compact (cas particulier de
la notion de "somme directe locale" due a. Braconnier): on prend comme
base de voisinages de 0 les sous-groupes TIvj!T A), ou T parcourt
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l'ensemble des parties finies de V contenant S. Pour pOCk,A) = nHO(kvlA),
on trouve la topologie produit, qui fait de pOCk,A) un groupe compact. Pour
PI(k, A) = IlHl(kv, A) on trouve une certaine topologie de groupe localement
compact; pour P 2(k, A) = 11 H2(kv, A), on trouve la topologie discrete.

Theoreme 7. L 'homomorphisme canonique

est une application propre, lorsqu'on munit Hi(k,A) de La topologie discrete, et
piCk, A) de la topologie definie ci-dessus.

Nous ne demontrerons ce theorems que pour i = 1. Le cas i = a est trivial,
et le cas i 2: 2 resulte des theoremes plus precis de Tate et Poitou qui seront
enonces au n? suivant.

Soit Tune partie de V contenant S, et soit piCk, A) le sons-groupe de
PICk, A) forme des elements (xv) tels que Xv E A) pour tout v 1. T.
11 est clair que PiCk, A) est compact, et que reciproquement tout sous-ensemble
compact de pI(k, A) est contenu dans l'un des PiCk, A). 11 nous suffira done
de prouver que l'image reciproque Xr de Pi(k, A) dans HI(k, A) est finie. Par
definition, un element x E HI(k, A) appartient it Xr si et seulement si il est
non ramifie en dehors de T. Designons, comme ci-dessus, par Kjk une extension
galoisienne finie de k telle que GK opere trivialement sur A, et soit T' l'ensemble
des places de K prolongeant les places de T. On voit facilement que l'image de
Xr dans HI(k,A) est forrnee d'elements non ramifies en dehors de T; comme
le noyau de HI(k,A) -+ HI(K,A) est fini, on est done ramene it montrer que
ces elements sont en nombre fini, Ainsi (quitte it remplacer k par K), on peui
supposer que Gk opere trivialement sur A. On a alors HI(k, A) = Hom(Gk, A).
Si ep E Hom(Gk,A), designons par keep) l'extension de k correspondant au noyau
de tp; c'est une extension abelienne, et ep definit un isomorphisme du groupe de
Galois G(k(ep)jk) sur un sous-groupe de A. Dire que cp est non ramifie en dehors
de T signifie que l'extension k(ep)/k est non ramifiee en dehors de T. Comme les
extensions k(cp) sont de degre borne, Ie theorerne de finitude que nous voulons
demontrer est une consequence du resultat plus precis suivant:

Lemme 6. Soit k un corps de nombres algebriques, soit r un entier, et soit T
un ensemble fini de places de k, Il n'existe qu 'un nombre fini d'extensions de
degre r de k qui soient non ramifiees en dehors de T.

On se rarnene tout de suite au cas ou k = Q. Si E est une extension de Q de
degre r non ramifiee en dehors de T, Ie discriminant d de E sur Q n'est divisible
que par des nombres premiers p appartenant it T. De plus, l'exposant de p dans
d est borne (cela resulte, par exemple, du fait qu'il n'existe qu'un nombre fini
d'extensions du corps local Qp qui soient de degre r, cf. Chap. III, n? 4.2;
voir aussi [145], p. 67). Les discriminants d possibles sont done en nombre fini.
Comme il n'existe qu'un nombre fini de corps de nombres ayant un discriminant
donne (theorems d'Hermite), cela demontre le lemme,
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6.3. Enonces des theoremes de Poitou et Tate

Conservons les notations precedentes, et posons A' = Hom(A, Gm ) . Le theoreme
de dualite du cas local, joint a la prop. 19 du n? 5.5, entraine que pO(k, A) est
dual de p2(k, A') et pl(k,A) est dual de pl(k,A') til faut faire un peu attention
aux places archimediennes - cela marche, grace a la convention faite au debut
du n? 6.1.].

Les trois theoremes suivants sont nettement plus difficiles. Nous nous borne-
rons ales enoncer:

'I'heoreme A. Le noyau de It : Hl(k, A) -+ IIHl(kv , A) et celui de
:H2(k, A') -+ 11H2(k

v , A') sont en dualite-.

On observera que cet enonce, applique au module A', entraine la finitude du
noyau de hi le cas i = 2 du theoreme 7 resulte immediatement de lao

T'heoreme B. Pour i 2:: 3, l'homomorphisme

est un isomorphisme.

[Bien entendu, on peut se borner aux places v qui sont reelles, i.e. telles que
kv = R.]

T'heoreme C. On a une suite exacte:

-+ rI HO(kv , A) -+ H2(k, A' )* -+ H1(k, A)

(compact) (compact) (discret)

0-+ HO(k,A)

(fini)

o+- HO(k, A' )* +- 11H2(k
v , A) +- H2(k, A)

(fini) (discret) (discret)

-,
IIHl(kv , A)

./ (loc.compact)

+- H1(k, A' )*

(compact)

Tous les homomorphismes qui figurent dans cette suite sont continus.

(On a note G* le dual- au sens de Pontrjagin - du groupe localement com-
pact G.)

Ces theoremes sont enonces dans l'expose de Tate a Stockholm [171], avec
de breves indications sur les demonstrations. D'autres demonstrations, dues a
Poitou, se trouvent dans le seminaire de Lille de 1963, cf. [126].Voir aussi Haber-
land [65] et Milne [116].



Indications bibliographiques sur Ie Chapitre II

La situation est tout a fait analogue a celIe du Chapitre I: presque tous les
resultats sont dus a Tate. La seule publication de Tate a ce sujet est son ex­
pose a Stockholm [171], qui contient une foule de resultats (beaucoup plus qu'il
n'a ete possible d'exposer ici), mais tres peu de demonstrations. Heureusement,
les demonstrations du cas local ont ete redigees par Lang (notes polycopiees);
d'autres se trouvent dans l'expose de Douady au seminaire Bourbaki [47].

Mentionnons egalement:
1) L'interet de la notion de "dimension cohomologique" (pour le groupe de

Galois Gk d'un corps k) a ete signale pour la premiere fois par Grothendieck, a
propos de son etude de la "cohomologie de Weil". La prop. 11 du n? 4.2 lui est
due.

2) Poitou a obtenu les resultats du § 6 a peu pres en meme temps que Tate.
II a expose ses demonstrations (qui semblent differentes de celles de Tate) dans
Ie seminaire de Lille [126].

3) Poitou et Tate ont ete tous deux influences par les resultats de Cassels,
relatifs ala cohomologie galoisienne des courbes elliptiques, cf. [26].



Annexe - Cohomologie galoisienne des
extensions transcendantes pures

[Le texte qui suit reproduit, avec des changements mineurs, le resume des cours
de la chaire d' Algebra et Geometrie, publie dans l 'Annuaire du College de Prance,
1991-1992, p. 105-113.]

Le cours a comporte deux parties.

1. Cohomologie de k(T)

II s'agit de resultats essentiellement connus, dus a Faddeev [50], Scharlau [138], Ara-
son [3], Elman [49], ... On peut les resumer comme suit:

§ 1. U ne suite exacte

Soient G un groupe profini, N un sons-groupe distingue ferme de G, T le quotient
GIN, et C un G-module discret sur lequel N opere trivialement (i.e. un r-module).
Faisons I'hypothese:
(1.1) Hi(N,C) = 0 pour tout i > 1.

La suite spectrale H- (F, H- (N, C» H- (G, C) degenere alors en une suite exacte:
(1.2)

... --+ n'ir.c, --+ Hi(G,C) Hi-1(r,Hom(N,C» --+ Hi+ 1(r,C)
--+ ...

L'homomorphisme r : Hi(G, C) -+ Hi- 1(r ,Hom(N, C» figurant dans (1.2) est
defini de la maniere suivante (cr. Hochschild-Serre [72], Chap. II):

Si a est un element de Hi(G, C), on peut representer a par un cocycle a(91, ... ,9i)
qui est normalise (i.e. egal a 0 lorsqu'un des 9i est egal a 1), et qui ne depend que de
91 et des images "f2, . . . ,"fi de 92, ... ,9i dans r. Pour "f2, . . . , 't« fixes, l'application de
N dans C definie par

n 1-+ a(n,92, ... ,9i) (n EN),

est un element b("{2, ... ,"fi) de Hom(N, C) et la (i - 1)-cochaine b ainsi defime sur r
est un (i -1)-cocycle a valeurs dans Hom(N, C); sa classe de cohomologie est r(a).

Faisons l'hypothese supplementaire:

(1.3) L'extension 1 --+ N --+ G --+ T --+ 1 est scindee .

L'homomorphisme Hi (T, C) -+ Hi (G, C) est alors injectif, et (1.2) se reduit a la
suite exacte:
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§ 2. Le cas local

Si K est un corps, on note K. une cloture separable de K, et l'on pose GK =G(K./K).
Si C est un GK-module (discret), on ecrit Hi(K, C) a la place de Hi(GK' C).

Supposons que K soit muni d'une valuation discrete v, de corps residuel k(v);
notons Kv le complete de K pour v. Choisissons un prolongement de v a K.; soient
D et I les groupes de decomposition et d'inertie correspondants; on a D GKv et
D/I Gk(v)'

Soit n un entier > 0, premier a la caracteristique de k(v), et soit C un GK-module
tel que nC = O. Faisons l'hypothese suivante:

(2.1) C est non ramifie en v (i.e. I opere trivialement sur C).

On peut alors appliquer a la suite exacte 1 -+ I -+ D -+ Gk(v) -+ Lles resultats du
§ 1 (les hypotheses (1.1) et (1.3) se verifient sans difficulte). Le Gk(v)-module Hom(I, C)
s'identifie a C(-l) = Hom(ltn,C), ou Itn designe Ie groupe des racines n-iemes de
I'unite (dans k(v). ou dans K., cela revient au meme). Vu (1.4), cela donne la suite
exacte:

Soit a E Hi(K, C) et soit a v son image (par restriction) dans trite;C). L'element
r(av) de Hi- 1(k(v), C(-1)) est appele Ie residu de a en v, est note rv(a). S'il est non
nul, on dit que a a un pole en v. S'il est nul, on dit que a est requlier (ou "holomorphe")
en v; dans ce cas, av s'identifie a un element de Hi(k(v), C), qui est appele la valeur
de a en v, et note o(v).

§ 3. Courbes algebr-iques et corps de fonctions d'une variable

Soit X une courbe projective lisse connexe sur un corps k, et soit K = k(X) Ie corps
de fonctions correspondant. Soit X l'ensemble des points ferrnes du schema X. Un
element x de X peut etre identifie a une valuation discrete de K, triviale sur k; on
note k(x) Ie corps residuel correspondant; c'est une extension finie de k.

Comme ci-dessus, soit n un entier > 0, premier a. la caracteristique de k, et soit
C un Gk-module tel que nC = O. Le choix d'un plongement de k. dans K. definit
un homomorphisme GK -+ Gk , ce qui permet de considerer C comme un GK-module.
Pour tout x E X, I'hypothese (2.1) est satisfaite. Si a E Hi(K, C), on peut done parler
du residu r.,(a) de 0 en x; on a r.,(a) E H i

-
1(k(x),C(-I)). On demontre:

(3.1) On a rx(a) = 0 pour tout x E X sauf un nombre fini (autrement dit l'ensemble
des poles de a est fini).

De facon plus precise, soit L/K une extension galoisienne finie de K assez grande
pour que 0 provienne d'un element de Hi(G(L/K), CL), ou CL = HO(GL, C). On a
r.,(a) = 0 pour tout x en lequell'indice de ramification de L/K est premier a. n.
(3.2) On a la "[ormule des residus":

L Cor:(") r.,(o) = 0 dans H i
-
1(k, C(-1)),

xElf

0'11Cor:(x) : H i-1(k(x),C(-I)) -+ H i- 1(k,C(-I)) designe l'homomorphisme de core-
striction relativement Ii l'extension k(x)/k.
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(Precisons ce que I'on entend par si FIE est une extension finie: c'est le
produit de la corestriction galoisienne usuelle (correspondant a I'inclusion GF -+ GE)

par Ie degre inseparable [F : E]i' Le compose 0 est egal ala multiplication
par [F: E].)

Application
Soit f E K*, et soit D = n:cx le diviseur de f. Supposons D disjoint de

l'ensemble des poles de a. Cela permet de definir un element a(D) de Hi(k, C) par la
formule

a(D) = L n:cCor:<x) a(x) .
:cEIDI

On deduit de (3.2) la formule suivante:

(3.3)

ou:

a(D) = L
:c pole de Ot

(f(x)) est l'element de Hl(k(x), IJ.n) defini par l'element f(x) de k(x), via la theorie
de Kummer;

r:c(a) E H i- l(k(x),C(-I)) est le residu de a en x;
(f(x))·r",(a) est Ie cup-produit de (f(x)) et de rx(a) dans Hi(k(x), C), relativement

a I'application bilineaire IJ-n x C( -1) -+ C.

Lorsque a n'a pas de poles, (3.3) se reduit a
a(D) = 0,

analogue cohomologique du theore-me d'Abel. Cela permet d'associer a a un homomor-
phisme du groupe des points rationnels de la jacohienne de X dans Ie groupe Hi(k, C);
pour i = 1, on retrouve une situation etudiee dans le cours de 1956-1957, cf. Groupes
Algebriques et Corps de Classes [144].

§ 4. Le cas ou K = k(T)

C'est celui OU X est la droite projective Pl. Du fait que X possede un point ra-
tionnel, l'homomorphisme canonique trt», C) -+ Hi(K, C) est injectif. Un element de
Hi(K, C) est dit constant s'il appartient a. Hi(k, C). On demontre:

(4.1) Pour que a E Hi(K, C) soit constant, il faut et il suffit que r:c(a) = 0 pour tout
x E X (i.e. que a n'ait pas de poles).

(4.2) Pour tout x E X, soit (}:c E Hi-l(k(x),C(-I)). Supposons que ex = 0 pour tout
x sauf un nombre jini, et que:

L Cor:<:C) e:c= 0 dans Hi- l(k,C(-I)}.

Il existe alors a E Hi(K,C) tel que rx(a) = (J:c pour tout x E X.
On peut resumer (3.1), (3.2), (4.1), (4.2) par la suite exacte:

(4.3)

0-+ Hi(k,C) -+ Hi(K,C) -+ EBHi- l(k(x),C(-I))
-+ H i- l(k,C(_I)) -+ O.
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Remarque.
Soit a E Hi{K,C), et soit P« l'ensemble de ses poles. Les enonces ci-dessus mon-

trent que a est determine sans ambiguite par ses residus, et par sa valeur en un point
rationnel de X non contenu dans Pa . En particulier, la valeur de a peut se calculer a
partir de ces donnees. Void un formule permettant de faire un tel caleul si 00 ¢: Pa :

(4.4)

oil

a{x) = a(oo) + L Cor:(Y)(x - y)·ry(a) ,

YEP"

a{x) est la valeur de a en un point rationnel x E X{k), x¢: P«, x:f. 00;
a(00) est la valeur de a au point 00;
(x - y) est l'element de H l (k(y), !-tn) defini par x - y;
(x - y).ry(a) est le cup-produit de (x - y) par Ie residu ry(a), calcule dans

Hi(k(y), C);
est la corestriction: Hi(k{y), C) -+ Hi{k, C).

Cela se deduit de (3.3), applique ala fonction f(T) = x - T, dont le diviseur D est
(x) - Coo).

Generalisation d plusieurs variables
Soit K = k(Tl , ... , Tm ) le corps des fonctions de I'espace projectif Pm de dimen-

sion m. Tout diviseur irreductible W de Pm definit une valuation discrete Vw de K.
L'enonce suivant se deduit de (4.1) par recurrence sur m:

(4.5) Pour que a E Hi(K,C) soit constant (i.e. appartienne a Hi(k,C», il faut et
il suffit que a n'ait de pole en aucune valuation Vw (et l'on peut meme se borner
aux W distincts de l'hyperplan a l'infini, i.e. on peut se placer sur l'espace affine de
dimension m, et non sur l'espace projectif).

2. Application: specialisation du groupe de Brauer

§ 5. Notations

Ce sont celles du § 4, avec i = 2 et C = !-tn, d'ou C( -1) = ZjnZ.
On a H2{K, C) = Brn(K), noyau de la multiplication par n dans le groupe de

Brauer Br(K). La suite exacte (4.3) s'ecrit alors:

0---+ Brn(k) --+ Brn(K) --+ E9 Hl{k{x), ZjnZ) ---+ Hl(k, Z/nZ) --+ 0 .
",E.!

Elle est due a D.K. Faddeev [50).

Soit a E Brn(K), et soit POl eX l'ensemble de ses poles. Si x E X{k) est un point
rationnel de X =PI, et si x ¢: P«, la valeur de a en x est un element a(x) de Brn(k).
On s'mteresse a la variation de a(x) avec x, et en particulier a l'ensemble yea) des x
tels que a(x) = 0 ("lieu des zeros de a"). On aimerait comprendre la structure de yea).
(Par exemple, si k est infini, est-il vrai que yea) est, soit vide, soit de cardinal egal it
celui de k?)

Le cas oil n = 2 et oil a est un symbole (f,g), avec t.s E K*, est particulierement
interessant, it cause de son interpretation en termes du fibre en coniques de base X
defini par l'equation homogene
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L'etude de V (a) peut etre abordee de plusieurs points de vue. Le cours en a envisage
trois:

annulation de a par changement de base rationnel (cf. § 6),
conditions de Manin et approximation faible (cf. § 7),
bomes du crible (cf. § 8).

§ 6. Annulation par changement de base

On suppose, pour simplifier, que k est de caracteristique O.
Soit a E Brn(K), avec K = k(T) comme ci-dessus. Soit f(T') une fonction ration-

nelle en une variable T'j supposons f non constante. Si l'on pose T = f(T'), on obtient
un plongement de K dans K' = k(T'). D'ou, par changement de base, un element J*a
de Brn(K'). On dit que a est tu par K'/K (ou par f) si J*a = 0 dans Brn(K').
8'H en est ainsi, on a a(t) = 0 pour tout t E X(k) qui n'est pas un pole de a, et qui
est de la forme !(t'), avec t' E PI(k). En particulier, V(a) est non vide (et meme
de cardinal egal a celui de k). On peut se demander s'il y a une reciproque. D'ou la
question suivante:

(6.1) Bupposons V(a) non vide. Eziste-t-il une [onction mtionnelle non constante f
qui tue a?

Void une variante d point base de (6.1):

(6.2) Soit to E V(a). Eziste-t-il ] comme dans (6.1), telle que to soit de la forme !(t'o) ,
avec t'o E PI (k)?

On sait (Yanchevskii [188]) que (6.2) a une reponse positive si k est local henselien
ou si k =R.

Lorsqu'on ne fait pas d'hypothese sur k, on n'a de resultats que pour n = 2. Pour
les enoncer. introduisons la notation suivante:

(6.3) d(a) = deg P; = L [k(x) : kJ .
zePO/.

(L'entier d(a) est le nombre de poles de a, multiplicites comprises.)

Theoreme 6.4 (Mestre [112]). La question (6.2) a une reponse positive lorsque n = 2
et d(a) S 4.

Remarques.
1) La demonstration du tho 6.4 donne des informations supplementaires sur les

corps K' = k(T') qui tuent aj par exemple, on peut s'arranger pour que [K' : KJ = 8.

2) Mestre a egalement obtenu des resultats dans le cas n = 2, d(a) = 5.

Void une consequence du tho 6.4 (cf. [113]):

Theoreme 6.5. Le groupe SL2(F7) a la propriete "GalT ", i.e. est groupe de Galois
d'une extension galoisienne Q-reguliere de Q(T).

En particulier it existe une infinite d'extensions galoisiennes de Q, deux a deux
disjointes, dont Ie groupe de Galois est SL2(F7).

II y a des resultats analogues pour les groupes M12 , 6·A6 et 6·A7.
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§ 7. Conditions de Manin, approximation faible et hypothese de
Schinzel

On suppose maintenant que k est un corps de nombres algebriques, de degre fini sur Q.
Soit E l'ensemble de ses places (archimediennes et ultrametriques): si vEE, on note
k; le complete de k pour v. Soit A l'anneau des adeles de k, autrement dit le produit
restreint des kv (v E E).

Soit X(A) = TIv X(kv ) l'espace des points adeliques de X = Pl. C'est un espace
compact. A un element a de Brn(K) on assode Ie sous-espace VA(a) defini de la facon
suivante:

un point adelique x = (xv) appartient aVA(a) si, pour tout vEE, on a Xv ¢ Po<
et a(xv) =0 dans Brn(kv).

(Autrement dit, VA(a) est l'ensemble des solutions adelique» de l'equation a(x) = 0.)
Toute solution dans k de a(x) = 0 est evidemment une solution adelique. On a

done une inclusion:
V(a) C VA(a) ,

et l'on peut se demander queUe est l'adherence de V(a) dans VA(a). Pour repondre
(ou tenter de repondre) a cette question, il y a lieu d'introduire (a la suite de Colliot-
Thelene et Sansuc) les "conditions de Manin":

Disons qu'un element (3de Brn(K) est subordonne a a si, pour tout X EX, r x(f3)
est un multiple entier de rx(a); on a en particulier P{:J CPo<' Soit Sub(a) l'ensemble
de ces elements; c'est un sons-groupe de Brn(K) contenant Brn(k), et le quotient
Sub(a)/ Brn(k) est fini. Si (3 E Sub(a), et si x = (xv) est un point de VA(a), on a
(3(xv ) = 0 pour presque tout v. Cela permet de definir un element m«(3, x) de Q/Z par
la formule:
(7.1) m«(3,x) =2: inv, (3(xv ) ,

v

ou inv, designe l'homomorphisme canonique de Br(kv) dans Q/Z. La fonction

x ...... m«(3,x)

est localement constante sur VA(a) et s'annule sur V(a); de plus, elle ne depend que
de la classe de (3mod Brn(k). Notons V}:!(a) le sous-espace de VA(a) defini par les
"conditions de Manin":

(7.2) mif), x) = 0 pour tout (3 E Sub(a).

C'est un sous-espace ouvert et [erme de VA(a) qui contient V(a). II parait raisonnable
de faire la conjecture suivante:

(7.37) V(a) est dense dans V}:!(a).

En particulier:

(7.4 7) Si V}:!(a) -I 0, on a V(a) -I 0: les conditions de Manin sont "les seules" a
s'opposer a l'existence d'une solution rationneUe de I'equation a(x) = O.

(7.5 7) Si Sub(a) = Brn(k) [i.e, s'iI n'y a pas de condition de Manin), V(a) est dense
dans VA(a); il y a approximation faible: Ie principe de Hasse est valable.

La plupart des resultats concernant (7.3 7), (7.4 7) et (7.5 7) sont relatifs au cas
n = 2. Dans Ie cas general, on a toutefois le theoreme suivant, qui complete des resultats
anterieurs de Colliot-Thelene et Sansuc (1982) et Swinnerton-Dyer (1991), cf. [36], [37]:

'I'heoreme 7.6. L'hypothese (H) de Schinzel [141] entraine (7.37).
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[Rappelons l'enonce de l'hypothese (H): soient H(T), ... , Pm(T) des polynomes a
coefficients dans Z, irreductibles sur Q, de termes dominants> 0, et tels que, pour tout
nombre premier p, il existe np E Z tel que Pi(np) t 0 (mod p) pour i ::= 1, ... ,m.
Alors il existe une infinite d'entiers n > 0 tels que Pi(n) soit un nombre premier pour
i = 1, ... ,m.)

Remarque.
Le tho 7.6 peut litre etendu aux systemes d'equations Oi(X) = 0, oil les Oi sont des

elements de Brn(K) en nombre fini. On doit alors remplacer Sub(o) par l'ensemble
des (3 E Brn(K) tels que, pour tout x E X, rxUJ) appartienne au sous-groupe de
H1(k(x),Z/nZ) engendre par les rx(oi).

§ 8. Bornes du crible

On conserve les notations ci-dessus, et l'on suppose (pour simplifier) que k = Q. Si
x E X(k) =Pl(Q), on note H(x) la hauteur de x: si x = p/q oil pet q sont des entiers
premiers entre eux, on a H(x) = supfjp], Iql). Si H ...... 00, le nombre des x tels que
H(x) H est cH 2 + O(H·log H), avec c = 12/7r2 .

Soit Ncr(H) le nombre des x E V(o) tels que H(x) H. On aimerait connaitre la
croissance de Ncr(H) quand H -+ 00. Un argument de crible [155) permet en tout cas
d'en donner une majoration. Pour enoncer Ie resultat, convenons de noter ex(o) l'ordre
du residu rx(o) de 0 en x (pour x E X); on a ex(o) = 1 si x n'est pas un pole de o.
Posons
(8.1) 6(0) = I:(l- 1/ex (0 )) .

zE,!

Theoreme 8.2. On a Ncr(H)« H2/(logH)6(cr) pour H -+ 00.

Noter que, si 0 n'est pas constant, on a 6(0) > 0, et le theoreme ci-dessus montre
que "peu" de points rationnels appartiennent a v (0).

On peut se demander si la majoration ainsi obtenue est optimale, sous l'hypothese
V(o) -10. Autrement dit:

(8.3) Est-il vrai que Ncr(H) » H2 /(log H)6(cr) pour H assez grand, si V(o) -I 0?

(Pour un resultat encourageant dans cette direction, voir Hooley (73).)

Remarque.
II y a des enonces analogues pour les corps de nombres, et pour les systemes

d'equatlons Oi(X) = 0; on doit alors remplacer ex(o) par l'ordre du groupe engendre
par les rx(oi).
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Cohomologie galoisienne non commutative



§ 1. Formes

Ce paragraphe est consacre al'illustration d'un "principe" general, qui s'enonce
approximativement ainsi:

Soit Kjk une extension de corps, et soit X un "objet" defini sur k. Nous
dirons qu'un objet Y, defini sur k, est une Kjk-forme de X si Y devient iso­
morphe a X lorsqu'on etend le corps de base a K. Les classes de telles formes
(pour la relation d'equivalence definie par les k­isomorphismes) forment un en­
semble E(Kjk, X).

Si K j k est galoisienne, on peut etablir une correspondance bijective entre
E(Kjk,X) et Hl(G(Kjk),A(K)) ou A(K) designe le groupe des K-automor-
phismes de X.

11 serait evidemment possible de justifier cet enonce en definissant axioma­
tiquement la notion d' "objet defini sur k", celle d' "extension des scalaires", et
en leur imposant certaines proprietes simples. Je ne m'aventurerai pas jusque
la, et je me bornerai a traiter deux cas particuliers: celui des espaces vectoriels
munis de tenseurs, et celui des varietes algebriques (ou des groupes algebriques].
Le lecteur que le cas general interesse pourra se reporter a l'expose VI du
seminaire Grothendieck [64], intitule "Categories fibrees et descente"; voir aussi
Giraud [54].

1.1. Tenseurs

Cet exemple est discute en detail dans [145], Chap. X, § 2. Resumons­le rapide­
ment:
l' "objet" est un couple (V, x), oil Vest un k­espace vectoriel de dimension

finie, et x un tenseur sur V d'un type (p, q) fixe. On a done

La notion de k­isomorphisme de deux objets (V,x) et (V', x') est claire. Si K
est une extension de k, et si (V, x) est un objet defini sur k, on obtient un objet
(VK,XK) defmi sur Ken prenant pour VK l'espace vectoriel V @k K et pour
XK l'element x @ 1 de T:(VK) = T:(V) @k K. Cela definit sans ambiguite la
notion de Kjk-forme de (V,x); nous noterons E(Kjk) l'ensemble de ces formes
(a isomorphisme pres). Supposons d'autre part que Kjk soit galoisienne, et soit
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A(K) Ie groupe des K-automorphisme de (VK,XK)i si s E G(Kjk) et f E A(K),
on definit sf E A(K) par la formule:

[Si fest represente par une matrice (aij), sf est represente par la matrice
(Saij)'] On definit ainsi une structure de G(Kjk)-groupe sur A(K), et l'ensemble
Hl(G(Kjk), A(K)) est bien defini,

Soit maintenant (V',x') une Kjk-forme de (V,x). L'ensemble P des iso-
morphismes de sur (VK,XK) est muni de facon evidente d'une struc-
ture d'espace homogene principal sur A(K), et definit done un element p de
H 1(G(Kjk),A(K)), cf. Chap. I, n? 5.2. En faisant correspondre pit (V',x') on
obtient une application canonique

() : E(Kjk) H 1(G(Kjk), A(K)) .

Proposition 1. L 'application () definie ci-dessus est bijective.

La demonstration est donnee dans [145], loco cit. Indiquons seulement que
I'injectivite est triviale, et que la surjectivite resulte du lemme suivant:

Lemme 1. Pour tout entier n, on a Hl(G(Kjk), GLn(K)) = O.

(Pour n = 1 on retrouve Ie "theoreme 90" bien connu.)

Remarque.
Le groupe A(K) est en fait defini pour toute k-algebre commutative K; c'est

le groupe des K-points d'un certain sous-groupe algebrique A de GL(V). Du
point de vue matriciel, on obtient les equations de A en explicitant la relation
TCU)x = x [il convient de noter que Ie groupe algebrique A ainsi defini n'est
pas necessairement "lisse" sur k (en tant que schema) - son faisceau structural
peut par exemple avoir des elements nilpotents non nuls (cf. n? 1.2, exerc. 2)].
D'apres les conventions du Chap. II, § 1, on pourra ecrire H1(Kjk, A) ala place
de H1(G(Kjk), A(K)). Lorsque K = ks, on ecrira simplement Hl(k, A).

La proposition precedents ne nous permet d'etudier que les extensions ga-
loisiennes. La proposition suivante permet souvent de se ramener a ce cas:

Proposition 2. Soit g la sous-olqebre de Lie de g[(V) [ormee des elements
laissant invariant x (au sens infinitesimal - cf. Bourbaki, LIE I, § 3). Pour que
le groupe algebrique A des automorphismes de (V, x) soit lisse sur k, il faut et
il suffit que sa dimension soit egale d celle de g. Si cette condition est realisee,
toute K j k-forme de (V, x) est aussi une ksjk-forme.

Soit L l'anneau local de A en I'element neutre, et soit m son ideal maximal.
On constate facilement que 9 n'est autre que I'espace tangent a A en l'element
neutre, autrement dit Ie dual de mjm2•

Comme dim(A) = dim(L), on voit que l'egalite dim(g) = dim(A) signifie que
L est un anneau local regulier, ou encore que A est lisse sur k en l'element neutre
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(donc partout, par translation). Cela demontre la premiere assertion. Soit d' autre
part (V', x') une K / k-forme de (V, x), et soit P la k-variete des isomorphismes
de (V', x') sur (V, x) [on laisse au lecteur le soin de la definir en forme au moyen
d'un foncteur - ou au moyen d'equations explicites]; Ie fait que (V', x') et (V, x)
soient K-isomorphes montre que P(K) est non vide. On voit alors que PK et
AK sont K-isomorphes; en particulier PK est lisse sur K, et il en resulte que
Pest lisse sur k. D'apres un resultat elementaire de geometrie algebrique, les
points de P a. valeurs dans ks sont denses dans P. L'existence d'au moins un tel
point suffit a. assurer que (V, x) et (V', x') sont ks-isomorphes, cqfd.

1.2. Exemples

a) Prenons pour tenseur x une forme bilineaire alternee non degeneree, Le groupe
A est le groupe symplectique Sp attache a. cette forme. D'autre part, la theorie
elementalre des formes alternees montre que toutes les formes de x sont triviales
(Le. isomorphes a. x). D'ou:

Proposition 3. Pour toute extension galoisienne Klk, on a Hl(K/k, Sp) = O.

b) Supposons la caracteristique differente de 2, et prenons pour x une forme
bilineaire symetrique non degeneree. Le groupe A est le groupe orthogonal O(x)
defini par x. On en conclut:

Proposition 4. Pour toute extension galoisienne Klk, I'ensemble H 1(K/k, O(x))
est en correspondance bijective avec l'ensemble des formes quadratiques dejinies
sur k qui sont K -equivalentes d x,

Pour p = 2, il faut remplacer la forme bilineaire symetrique par une forme
quadratique, ce qui oblige a. abandonner le cadre des espaces tensoriels (cf. ex-
ercice 2).

c) Prenons pour x un tenseur de type (1,2), ou, ce qui revient au meme, une
structure d'algebre sur V. Le groupe A est alors Ie groupe des automorphismes
de cette algebre, et g l'algebre de Lie de ses derivations. Lorsque V = Mn(k)
les K/k-formes de V sont simplement les algebres centrales simples de rang n2

sur k, neutralisees par K; le groupe A s'identifie au groupe projectif PGLn(k),
et l'on obtient ainsi une interpretation de H 1(K l k ,PGLn) en termes d'algebres
centrales simples, cf. [145], Chap. X, § 5.

Ezercices.
1) Montrer que toute derivation de Mn(k) est interieure. Utiliser ce fait, combine

avec la prop. 2, pour retrouver le theoreme suivant lequel toute algebre centrale simple
admet un corps neutralisant galoisien sur Ie corps de base.

2) Soit V un espace vectoriel sur un corps de caracteristique 2, soit F une forme
quadratique sur V, et soit bF la forme bilineaire associee. Montrer que l'algebre de
Lie 9 du groupe orthogonal O(F) est forrnee des endomorphismes u de V tels que
bF (a, u(a)) = 0 pour tout a. Calculer la dimension de 9 en supposant la forme bF non
degeneree (ce qui entraine dimV == 0 mod 2); en deduire la lissite du groupe O(F)
dans ce cas. Ce resultat subsiste-t-illorsque bF est degeneree?
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1.3. Varietes, groupes algebriques, etc.

Nous prenons maintenant comme objet une variet« alqebrique (resp. un groupe
algebrique, resp. un espace homogene algebrique sur un groupe algebrique). Si
Vest une telle variete, definie sur un corps k, et si K est une extension de k,
on note A(K) Ie groupe des K-automorphismes de VK (muni eventuellement de
sa structure de groupe, resp. d'espace homogene), On definit ainsi un Joncteur
Autv verifiant les hypotheses du Chap. II, § 1.

Soit maintenant Kfk une extension galoisienne de k, et soit V' une K[k­
forme de V. L'ensemble P des K-isomorphismes de Vk sur VK est evidemment
un espace principal homogene sur Ie G(K/k)-groupe A(K) = Autv(K). On
definit ainsi, comme au n? 1.1, une application canonique

() : E(K/k, V) ---+ H1(K/k, Autv ) .

Proposition 5. L'application () est injective. Si Vest quasi­projective, elle est
bijective.

L'injectivite de () est triviale. Pour etablir sa surjectivite (lorsque Vest quasi-
projective), on applique la methode de la "descente du corps de base" de Weil.
Cela revient simplement it ceci:

Supposons pour simplifier que K[k soit finie, et soit c = (c.) un 1-cocycle de
G(K/k) dans Autv(K). En combinant c. avec les automorphismes 1® s de VK,
on fait operer Ie groupe G(K/k) sur VKi la variete quotient:

est alors une K/k­forme de V [ce quotient existe du fait que V a ete supposee
quasi-projective]. On dit que cV s'obtient en tordant V au moyen du cocycle c
(cette terminologie est visiblement compatible avec celIe du Chap. I, n? 5.3). II
est facile de voir que l'image de cV par () est egale it la classe de cohomologie
de c; d'ou la surjectivite de ().

Corollaire. Si Vest un groupe algebrique, l'application () est bijective.

On sait en effet que toute variete de groupe est quasi-projective.

Remarques.
1) II resulte de la prop. 5 que deux varietes V et W ayant meme [one­

teur d'automorphismes ont des K/k­formes qui se correspondent bijectivement
(K etant une extension galoisienne de k). Exemples:

algebres d'octonions

algebres centrales simples
de rang n2

algebres semi-simples it
involution

groupes simples de type G2

varietes de Severi-Brauer
de dimension n - 1

groupes classiques it centre
trivial
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2} Le foncteur Autv n'est pas toujours representable (dans la categoric des
k-schemas); de plus, meme s'il est representable, il se peut que le schema qui le
represente ne soit pas de type fini sur k, c'est-a-dire ne definisse pas un "groupe
algebrique" au sens habituel du terme.

1.4. Exemple: les k-formes du groupe SLn

On suppose n 2. Le groupe SLn est un groupe semi-simple deploye simplement
connexe dont Ie systeme de racines est Irreductible de type (An-I). Le schema de
Dynkin correspondant est:

• si n = 2, et __ ... _

Son groupe d'automorphismes est d'ordre 1 si n = 2 et d'ordre 2 si n 3. Cela entraine
que le groupe Aut(SLn ) est connexe si n = 2, et a deux composantes connexes si n 3.
Il a y interet a separer ces deux cas:

Le cas n = 2
On a Aut(SL2) = SL2 //1-2 = PGL2. Or ce groupe est aussi le groupe des automor-

phismes de I'algebre de matrices M 2. On en deduit (cf. Remarque 1) du n? 1.3) que
les k-formes de SL2 et de M2 se correspondent bijectivement. Or celles de M2 sont les
algebres centrales simples de rang 4 sur k, autrement dit les algebres de quaternions.
On obtient ainsi une correspondance:

k-formes de SL2 <=? algebres de quaternions sur k .

Explicitons cette correspondance:
a) Si D est une algebre de quaternions sur k, on lui associe le groupe SLv

(cf. n" 3.2), qui est une k-forme de SL2j les points rationnels de ce groupe s'identifient
aux elements de D de norme reduite 1.

b) Si Lest une k-forme de SL2, on montre (en utilisant par exemple les resultats
generaux de Tits [179)) que L possede une representation k-lineaire

{J2 : L ---+ GLv ,

de dimension 4, qui est k.-isomorphe a la somme directe de deux copies de la
representation standard de SL2 j de plus, cette representation est unique, a isomor-
phisme pres. Le commutant D = EndG (V) de {J2 est l'algebre de quaternions corre-
spondant a L. (Lorsque k est de caracteristique 0, on trouvera d'autres descriptions
de D, a partir de l'algebre de Lie de L, dans Bourbaki LIE VIII, § 1, exerc, 16 et 17.)

Le groupe Aut(SLn ) est engendre par sa composante neutre PGLn et par l'auto-
morphisme externe x ....... tx-l (rappelons que t x designe la transposee d'une matrice x).

Considerons alors I'algebre = M n x M n , munie de l'involution

(x, y) ....... (x, y)* = Cy, tx) .

On peut plonger GLn dans le groupe multiplicatif de par x ....... (x, tx-l), et l'on
obtient ainsi le groupe des elements u de tels que u-u" = 1. A fortiori, on obtient
ainsi un plongement de SLn . De plus, ces plongements donnent des identifications

Aut(GLn ) = Aut(SLn ) = *) ,
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oir *) designe le groupe des automorphismes de l'algebre a involution *).
En raisonnant comme dans le cas n = 2, on deduit de la que les k-formes de SLn

(ainsi que celles de GLn ) correspondent aux algebres Ii involution (D, *) jouissant des
proprietes suivantes:

(i) D est semi-simple et [D: k] = 2n 2
•

(ii) Le centre K de D est une k-algebre etale de rang 2, i.e. k x k, ou une extension
quadratique separable de k,

(iii) L'involution * est "de deuzieme espece", i.e. elle induit sur K I'unique auto-
morphisme non trivial de K.

De facon plus precise, la k-forme de GLn associes a (D, *) est Ie groupe unitaire U Dj

ses k-points sont les elements u de D tels que u· u· = 1. Quant ala k-forme de SLn ,

c'est Ie groupe special unitaire SUD; ses k-points sont les elements u de D tels que
u .u· = 1 et Nrd(u) = 1, ou Nrd : D -+ K designe la norme reduite.

On a une suite exacte:

1---+ SUD ---+ UD ---+ 1,

ou designe le tordu du groupe G m par le caractere e : Gk -+ {±1} assode a l'algebre
quadratique K/k. (Autre definition de e: il donne l'action du groupe de Galois Gk sur
le schema de Dynkin.)

Deux cas particuliers meritent d'etre mentionnes explidtement:

a) Formes interieures. On a K = k x k, i.e. e = 1. L'algebre a involution (D, *) se
decompose alors en D = ,1 x ,10, ou ,1 est centrale simple de rang n 2

, ,10 est I'algebre
opposee, et l'involution est (x,y) 1-+ (y,x). Le groupe SUD correspondant n'est autre
que SLA, d. n° 3.2. Noter que ,1 et ,10 donnent des groupes isomorphes.

b) Cas hermitien. C'est celui ou K est un corps, et D est une algebre de matri-
ces Mn(K). On verifie facilement que l'involution * est de la forme

det(u) = 1 .et

t _ -1
X 1-+ q. x-q ,

ou X est Ie conjugue de x par l'involution de K, et q est un element hermitien inversible
de Mn(K), defini a multiplication pres par un element de k": La k-forme de SLn assode
a (D, *) n'est autre que le groupe unitaire unimodulaire SUq defini par q (vu comme
forme hermitienne sur K). Ses k-points rationnels sont les elements u de GLn(K)
satisfaisant a:

Remarque.
II y a des resultats analogues pour les autres groupes classiques, cf. Weil [184] et

Kneser [87J (si la caracteristique est # 2), et Tits [178] (si la caracteristique est 2).

Ezercices.
1) Montrer que l'automorphisme x 1-+ tx-l de SL2 COIncide avec l'automorphisme

. t" d 'fi . (0 -1 )m eneur e m par 1 0 .

2) Montrer que Aut(GL2) = {±1} X Aut(SL2). En deduire la classification des
k-formes de GL2.

3) Le groupe d'automorphismes de la droite projective PI est PGL2. En deduire
que les k-formes de PI (i.e. les courbes projectives lisses absolument irreductibles de
genre 0) correspondent aux k-formes de SL2 ainsi qu'aux algebres de quaternions.

Si k est de caracteristique # 2, cette correspondance assode a l'algebre de quater-
nions i 2 = a, j2 = b, ij = -ji, la conique de P2 d'equation Z2 = aX2+ by2.
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Si k est de caracteristique 2, I'algebre de quaternions definie par i 2 +i = a, j2 = b,
jij-l = i + 1, correspond a la conique d'equation

(a E k, bE k* - cf. Chap. II, n" 2.2).
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Sauf mention expresse du contraire, Ie corps de base k est suppose parfait.
On reserve Ie nom de "groupe algebrique" aux schernas en groupes sur k qui

sont de type fini et lisses (ce sont essentiellement les "groupes algebriques" de
Weil, a cela pres que nous ne les supposons pas necessairernent connexes).

Si A est un tel groupe, on ecrit H1(k, A) ala place de HI (k/k, A), k designant
une cloture algebrique de k, cf. n" 1.1.

2.1. Rappels sur les groupes Iineaires

(References: Borel [16], Borel-Tits [20], Chevaliey [34], Demazure-Gabriel [41], De-
mazure-Grothendieck [42), Platonov-Rapinchuk [125], Rosenlicht [129), Steinberg [166],
Tits [177].)

Un groupe algebrique Lest dit lineaire s'il est isomorphe a un sous-groupe
d'un groupe GLn ; il revient au meme de dire que la variete algebrique sous-
jacente aL est affine.

Un groupe lineaire U est dit unipotent si, lorsqu'on Ie plonge dans GLn ,

tous ses elements sont unipotents (et cela ne depend pas du plongement choisi).
Pour cela, il faut et il suffit que U admette une suite de composition dont les
quotients successifs sont isomorphes au groupe additif G a ou au groupe Z/pZ
(en caracteristique p). Ces groupes sont peu interessants du point de vue coho-
mologique:

Proposition 6. Si U est un groupe lineaire unipotent connexe, on a

[Cet enonce ne s'etend pas au cas d'un corps de base imparfait, cf. exerc. 3.]

Cela resulte du fait que H1(k, G a ) = 0 (Chap. II, Prop. 1).

Un groupe lineaire Test appele un tore s'il est isomorphe (sur k) aun produit
de groupes multiplicatifs. Un tel groupe est determine a isomorphisme pres par
son groupe des caracteres X(T) = Hom(T, Gm ) , qui est un Z-module libre de
rang fini sur lequel opere continiiment G(k/k).

Tout groupe lineaire connexe resoluble R possede un plus grand sous-groupe
unipotent U, qui est distingue dans G. Le quotient T = R/U est un tore, et R



136 § 2. Corps de dimension j; 1

est produit semi-direct de T et de U. (Cette decomposition peut s'effectuer sur
le corps de base.)

Tout groupe lineaire L possede un plus grand sons-groupe distingue resoluble
connexe R, appele son radical. Lorsque R = 1 et que Lest connexe, on dit que
L est semi-simple; dans le cas general, la composante neutre (L/R)o de L/Rest
semi-simple. Ainsi, tout groupe lineaire admet une suite de composition dont
les quotients successifs sont de l'un des quatre types suivants: Ga , un tore, un
groupe fini, un groupe semi-simple.

Un sous-groupe P de Lest dit parabolique lorsque L/Pest une variete
complete; si P est en outre resoluble et connexe, on dit que P est un sous-qroupe
de Borel de L. Tout sous-groupe parabolique contient le radical R de L.

Supposons k algebriquement clos, et L connexe. Les sous-groupes de Borel
B de L peuvent etre caracterises par l'une des proprietes suivantes:

a) sous-groupe resoluble connexe maximal de L.

b) sous-groupe parabolique minimal de L.

En outre, les sous-groupes de Borel sont conjugues entre eux, et egaux aleurs
normalisateurs. [On notera que, lorsque k n'est pas algebriquement clos, il peut
n'exister aucun sons-groupe de Borel de L qui soit defini sur k - d. n? 2.2.]

Un sous-groupe C d'un groupe lineaire Lest appele un sous-qroupe de Carlan
s'il est nilpotent et egal ala composante neutre de son normalisateur. 11 existe au
moins un sons-groupe de Cartan defini sur k, et ces sous-groupes sont conjugues
(sur k, mais pas en general sur k). Lorsque L est semi-simple, les sous-groupes
de Cartan ne sont autres que les tores maximaux.

Exercices.
1) Soient L un groupe reductif connexe, et P un sous-groupe parabolique de L.

Montrer que l'application HI(k, P) -+ HI(k, L) est injective.
[On sait, cf. Borel-Tits [20], tho 4.13, que L(k) opere transitivement sur les k-

points de l'espace homogene L/P. Cela entraine (Chap. I, prop. 36), que le noyau de
HI (k, P) -+ HI (k, L) est trivial. Condure par un argument de torsion.]

2) (d'apres J. Tits) Soient B et G des sous-groupes algebriques d'un groupe
lineaire D, et soit A = B n G. On suppose que les algebres de Lie de A, B, G et
D satisfont aux conditions:

Lie A = Lie B n LieG et Lie B + LieG = Lie D .

11 en resulte que B/A -+ D/G est une immersion ouverte.
On suppose que D(k) est dense pour la topologie de Zariski (c'est le cas si D est

connexe, et k est parfait infini).
(a) Montrer que Ie noyau de HI(k,B) -+ HI(k,D) est contenu dans l'image de

HI(k, A) -+ HI(k, B).
[Si b E ZI(k, B) est un cobord dans D, et si l'on tord l'indusion B/A -+ D/G

par b, on trouve b(B/A) -+ b(D/G) = D/G. Comme les points rationneis de D/G
sont denses, l'ouvert b(B/A) de b(D/G) a un point rationnel. Condure en utilisant la
prop. 36 du Chap. I.]

(b) Meme enonce, avec B remplace par G.
(c) En deduire que, si HI(k,A) = 0, Ie noyau de HI(k,B) -+ HI(k,D) est trivial.

En particulier, si HI(k, A) et HI(k, D) sont tous deux 0, il en est de meme de HI(k, B)
et de HI(k, G).
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3) Soit ko un corps de caracteristique p, et soit k = ko«t)) le corps des series
formelles en une variable sur ko. C'est un corps imparfait; lorsque ko est algebriquement
clos, c'est un corps de dimension :0:::; 1 (c'est meme un corps (CI), cr. Chap. II, n? 3.2).

Soit U le sous-groupe de G a X G a forme des couples t», z) verifiant I'equation
yP - Y = tz", Montrer que c'est un groupe unipotent connexe de dimension 1, lisse
sur k, Determiner HI(k, U) et montrer que ce groupe n'est pas reduit it 0 si P l' 2.
Montrer que l'on a un resultat analogue en caracteristique 2 en prenant I'equation
y2 + y = tz4.

2.2. Nullite de HI pour les groupes lineaires connexes

T'heoreme 1. Bait k un corps. Les quaire proprietes suivantes sont equiualenies:
(i) HI(k, L) = 0 pour tout groupe algebrique lineaire L connexe.
(i') HI(k,L) = 0 pour tout groupe algebrique semi-simple L.
(ii) Tout groupe alqebrique lineaire L contient un sous-groupe de Borel defini

sur k.
(ii') Tout groupe algebrique semi-simple L contient un sous-qroupe de Borel

defini sur k,
De plus, ces proprietes entrainent que dim(k) ::; 1 (d. Chap. II, § 3).
(On rappelle que k est suppose parfait.)

On precede par etapes:
(1) (ii) ¢:} (ii'). C'est trivial.
(2) (ii') =} dim(k) ::; 1. Soit en effet D un corps gauche de centre une

extension finie k' de k, avec [D : k'] = n2 , n 2. Soit SLv Ie k'-groupe
algebrique correspondant (cf. n" 1.4 et n? 3.2); c'est un groupe semi-simple dont
les k'-points rationnels s'identifient aux elements de D de norme reduite 1. Soit
L = Rkljk(SLv) le k-groupe algebrique deduit de ce groupe par restriction des
scalaires a la Weil (cf. [119], [185]). Ce groupe est semi-simple =J 1. Si (ii') est
verifie, il contient un element unipotent =J 1, ce qui est absurde. On a done bien
dim(k) s 1.

(3) (i') =} dim(k) ::; 1. Soit K une extension finie de k, et soit L un K-groupe
algebrique, Definissons comme ci-dessus le groupe RKjk(L); les k-points de ce
groupe forment ce que l'on a appele au Chap. I, n? 5.8, l'induit de L(k). On a

HI(K, L) = HI(k, RKjk(L)) , lac. cit.

Si L est semi-simple, RKjk(L) l'est aussi, et l'on a done HI(K, L) = 0, vu
l'hypothese (i'). Appliquant ceci au groupe PGLn (n arbitraire) on en conclut
que le groupe de Brauer de K est nul, d'ou dim(k) :0:::; 1.

(4) dim(k) ::; 1 =} HI(k, R) = 0 lorsque Rest resoluble. Le groupe R est ex-
tension d'un tore par un groupe unipotent. Comme la cohomologie de ce dernier
est nulle, on voit qu'on est rarnene au cas ou R est un tore, cas qui est traite
dans [145], p. 170.

(5) (i) ¢:} (i'). L'implication (i) => (i') est triviale. Supposons (i') verifie,
D'apres (3) et (4), on a HI(k, R) = 0 lorsque Rest resoluble, d'ou (i) en utilisant
la suite exacte des HI.
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(6) (i /) {=> (ii'). On s'appuie sur le lemme general suivant:

Lemme 1. Soient A un groupe algebrique, H un sous-qroupe de A, et N le nor-
malisateur de H dans A. Soient c un l-cocycle de G(Klk) d valeurs dans A(k),
et soit x E H 1(k,A) la classe de cohomologie correspondante. Soit cA le groupe
algebrique obtenu en tordant A au moyen de c (A operant sur lui-marne par
automorphismes interieurs). Les deux conditions suivantes sont equivalentes:

(a) x appartient Ii l'image de H1(k,N) ---+ H1(k,A),
(b) Le groupe cA contient un sous-groupe H' defini sur k qui est conjugue

de H (sur la cloture algebrique k de k).

C'est une simple consequence de la prop. 37 du Chap. I, appliquee al'injection
de N dans A; il faut simplement remarquer que les points de AIN correspondent
bijeetivement aux sous-groupes de A conjugues de H, et de meme pour c(AIN).

Revenons a la demonstration de (i/) {=> (ii). Si (ii) est vraie, et si on applique
le lemme 1 a un sous-groupe de Borel B du groupe semi-simple L, on voit que
H 1(k, B) ---+ H 1(k, L) est surjeetif. Comme d'apres (2) et (4), on a H 1(k, B) = 0,
il en resulte bien que H1(k, L) est nul. Inversement, supposons (I') verifies, et soit
L un groupe semi-simple. On se ramene tout de suite au cas ou Ie centre de Lest
trivial (le centre etant defini comme sons-schema en groupes, non necessairement
lisse), ce que l'on exprime en disant que L est un groupe adjoint. D'apres Cheval-
ley [42], cf. aussi [35], il existe une forme Ld de L qui est deployee, et L se deduit
de Ld par torsion au moyen d'une classe x E H1(k,Aut(Ld)). Mais la structure
du groupe Aut(Ld) a eM determines par Chevalley; c'est le produit semi-direct
E· Ld' ou E est un groupe fini, isomorphe au groupe d'automorphismes du di-
agramme de Dynkin correspondant. Tenant compte de l'hypothese (I'}, on voit
que H1(k, Aut(Ld)) s'identifie a H 1(k,E). Mais les elements de E (identifie a
un sous-groupe de Aut(Ld)) laissent stable un sons-groupe de Borel B de Ld; si
done N designe le normalisateur de B dans Aut(Ld), on voit que

est surjectif. En appliquant le lemme 1, on en deduit que L contient un sous-
groupe de Borel defini sur k, cqfd.

Remarque.
Les groupes semi-simples possedant des sous-groupes de Borel definis sur k

sont dits quasi-deployes.

'Pheoreme 2. Lorsque k est de caracterisiique zero, les quatre proprieies du
theoreme 1 sont equiualenies aux deux suivantes:

(iii) Tout groupe algebrique semi-simple non reduit Ii l'eiement neutre con-
tient un element unipotent I- 1.

(iv) Toute algebre de Lie semi-simple g I- 0 contient un element nilpo-
tent I- O.



2.3. Le theoreme de Steinberg 139

L'equivalence de (iii) et (iv) resulte de la theorie de Lie. L'implication
(ii') => (iii) est triviale. Pour demontrer l'implication en sens inverse on raisonne
par recurrence sur la dimension du groupe semi-simple L. On peut supposer
L =I- O. Choisissons un sous-groupe parabolique minimal P de L defini sur k
(cf. Godement [55]), et soit R son radical. Le quotient P / R est semi-simple et ne
possede aucun element unipotent =I- 1. Sa dimension est strictement inferieure a
celIe de L du fait que L possede au moins un element unipotent =I- 1 (Godement,
IDe. cit., tho 9). Vu l'hypothese de recurrence, on a done P = R, ce qui signifie
que P est un sons-groupe de Borel de L.

2.3. Le theorems de Steinberg

C'est la reciproque du tho 1:

Theoreme I' ("conjecture I" de \146]). Si k est parjait et dim(k) 1, les pro­
pri­etes (i), ... , (Ii') du tho 1 sont satisjaites.

En particulier, on a H1(k, L) = 0 pour tout groupe lineaire connexe L.

Ce theoreme est du aSteinberg [165]. II avait ete d'abord dernontre dans les
cas particuliers suivants:

a) Lorsque k est un corps fini (Lang [96])
On a alors un resultat plus general: H1(k, L) = 0 pour tout groupe algebrique

connexe L (non necessairement Iineaire). La demonstration repose sur la surjec-
tivite de l'application x 1-+ x-I. F(x), ou Fest l'endomorphisme de Frobenius
de L, d. Lang, loco cit.

b) Lorsque Lest resoluble, ou semi­simple de type classique (Ie cas D4 trial-
itaire etant exclu), cf \146]. La demonstration utilise l'exerc. 2 ci-apres.

c) Lorsque k est un corps (Cd de caracteristique 0 (Springer [162]).
Utilisant le theoreme 2, on voit qu'il suffit de montrer l'inexistence d'une

algebre de Lie semi-simple g, non reduite a0, dont tous les elements sont semi-
simples; on peut evidemment supposer que la dimension n de g est minimale.
Soit r Ie rang de g. Si x E g, Ie polynome caracteristique det(T - ad(x)) est
divisible par T"; soit Ir(x) Ie coefficient de T" dans ce polynome. II est clair
que Ir est une fonction polynomiale de degre n - r sur g. Comme k est (Cj ), il
s'ensuit qu'il existe x =I- 0 dans g tel que jr(x) = O. Soit c Ie centralisateur de x
dans g; comme x est semi-simple, le fait que jr(x) soit nul signifie que dim c > r ;
comme x =I- 0, on a dim c < n. On sait (d. Bourbaki, LIE I, § 6, n? 5) que c est
produit d'une algebre abelienne par une algebre semi-simple. Vu l'hypothese de
recurrence, cette derniere est reduite a. 0; done c est commutative, d'ou I'inegalite
dim(c) r, et l'on obtient une contradiction.

Demonstration du theoreme 1'.
Elle repose sur Ie resultat suivant, qui se demontre par une construction explicite,

que l'on trouvera dans Steinberg [165]:
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'I'heoreme 2'. Soit L un groupe semi-simple simplement connexe (d. n" 2.2) quasi-
deploye, et soit C une classe de conjugaison de L(k.) [ormee d'elements semi-simples
reguliers. Si C est mtionnelle sur k (i.e. stable par l'action de Gk), eile contient un
point mtionnel sur k,

(Cet enonce est vrai sur tout corps k: on n'a besoin, ni de l'hypothese dim(k) 1,
ni de l'hypothese que k est parfait, d. Borel-Springer [19], 11.8.6.)

Corollaire. Soit L un groupe semi-simple connexe quasi-deploye. Pour tout element
x de HI(k, L) il existe un tore maximal T de L tel que x appartienne II l'image de
HI(k, T) -+ HI(k, L).

Indiquons comment le corollaire se deduit du tho 2'.
Vu Lang [96], on peut supposer que k est infini. Soit a = (a.) un cocycle de Gk dans

L(k.) representant X. Le groupe L opere par automorphismes interieurs sur lui-merna,
done aussi sur son revetement universel L. On peut tordre L et L par c: on obtient
des groupes aL et .i: Soit z un element semi-simple regulier de aL, rationnel sur k
(un tel element existe du fait que k est infini). Soit C la classe de conjugaison de z
dans aL(k.) = L(k.). 11 est clair que C est stable par Gk. Vu le tho 2' il existe done
Zo E en L(k). Soit f l'unique tore maximal de L contenant zo, et soit T son image
dans L (qui est un tore maximal de L). Le centralisateur de zo est f. Ceci montre que
L/f = L/T s'identifie ala classe de conjugaison C. Par construction, le tordu de L/f
par a contient un point rationnel (a savoir z). On en conclut que a(L/T) a un point
rationnel. D'apres la prop. 37 du Chap. I, cela montre que la classe de a appartient a
l'image de HI(k, T) dans HI(k, L), cqfd.

Revenons a la demonstration du tho I'. Supposons k parfait et dim(k) 1. On
a alors HI(k, A) == 0 pour tout A Iineaire connexe commutatif, d. demonstration du
tho 1. Vu le corollaire ci-dessus, on a done HI(k, L) = 0 pour tout L semi-simple quasi-
deploye. Mais, si M est un groupe semi-simple quelconque, on peut I'ecrire comme un
tomu M = aL, ou L est quasi-deploye, et ou a est un cocycle dans Ie groupe adjoint
U· dj de L. Vu la nullite de HI(k, Ladj), demontree ci-dessus, on a M L, ce qui montre
que M est quasi-deploye. On a done preuve la propriete (ii') du tho 1, cqfd.

Remarques.
1) Lorsque k n'est pas suppose parfait, Ie tho I' reste valable, a condition de se

borner au cas ou Lest reductif connexe (Borel-Springer, loco cit.); il y a des contre-
exemples pour L unipotent, d. n? 2.1, exerc. 3.

2) Lorsque L est un groupe simple (ou presque simple) de type (B n ) , (Cn ) ou (G2 ) ,

on peut prouver la nullite de HI(k, L) sous une hypothese moins forte que dim(k) 1;
il suffit que l'on ait:

cd2(Gk ) 1 si caract(k) =1= 2j
k parfait si caract(k) = 2.

Il y a des enonces analogues pour les autres types (An), ... , (Eg), d. [156], § 4.4.

Exercices.
1) Donner un exemple de courbe elliptique E sur un corps parfait k telle que

HI(k, E) =1= 0 et dim(k) s 1.
(Le theorerne de Lang [96] ne s'etend done pas a tous les corps de dimension 1.)

2) Soit K / k une extension quadratique separable, et soit L un groupe reductif
connexe sur k,

(a) Soit x E HI(K/k, L). Montrer qu'il existe un tore maximal T de L tel que x
appartienne a I'image de HI(K/k,T) dans HI(K/k,L).
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[On peut supposer k infini. Soit a l'element non trivial de G(Kjk). On pent
representer x par un cocycle (a.) tel que a" soit un element semi-simple regulier
de L(K), cf. [146]' n" 3.2. On a alors a,,·u(a,,) = 1, ce qui montre que Ie tore maximal
T contenant aa est defini sur k. Le tore T convient.]

(b) On suppose que k est parfait de caracteristique 2. Montrer que HI (K/k, L) = O.
[Utiliser (a) pour se ramener au cas oil L est un tore. Remarquer que I'application
z 1-+ Z2 est alors une bijection de L(K) sur lui-meme.]

(c) Utiliser (a) et (b) pour justifier la Remarque 2) du texte.

3) Soit g une algebre de Lie simple sur un corps k de caracteristique zero. Soit n
(resp. r) la dimension (resp. Ie rang) de g. On sait (cr. Kostant, [89]) que l'ensemble
gu des elements nilpotents de g est I'ensemble des zeros communs a r polynomes ho-
mogenes Li , ... , I; de degres ml, , m r tels que

ml + +m r = (n + r)j2 .

Utiliser ce resultat pour retrouver Ie fait que gu =f0 lorsque le corps k est (Cj ).

2.4. Points rationnels sur les espaces homogenes

Les resultats des nOs precedents portent sur Ie premier ensemble de cohomolo-
gie Hi, c'est-a-dire sur les espaces principaux homogenes, Le theoreme ci-
dessous, du a Springer, permet de passer de la aux espaces homogenes quel-
conques:

T'heoreme 3. Supposons k parfait de dimension 1. Soit A un groupe algebrique
et soit X un espace homoqene (a droite) sur A. It existe alors un espace principal
homoqene P sur A et un A -homomorphisme 1f : P X.

(II va sans dire que A, X, P, 1f sont supposes definis sur k.)

Avant de donner la demonstration, nous allons expliciter quelques consequences
de ce theoreme (en supposant toujours k parfait de dimension 1):

Corollaire 1. Si Hi(k, A) = 0, tout espace homoqene X sur A a un point
mtionnel.

En effet l'espace principal Pest necessairement trivial, done possede un point
rationnel Pi l'image de p par 1f est un point rationnel de X.

Ce resultat est notamment applicable lorsque A est lineaire connexe, cf. tho 1'.

Corollaire 2. Soit f : A A' un homomorphisme surjectif de groupes
algebriques. L 'application correspondante:

Hi(k,A) ---+ Hi(k,A')

est surjective.

Soit x' E Hi (k, A'), et soit P' un espace principal homogene sur A' corre-
spondant a x'. En faisant operer A sur P' au moyen de f, on munit P' d'une
structure de A-espace homogene. D'apres Ie theorems 3, il existe un espace prin-
cipal homogene P sur A admettant un A-homomorphisme 1f : P Pl. Soit
x E Hi(k, A) la classe de P. On verifie immediatement que l'image de x dans
Hi (k, A') est egale a x', cqfd.
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Corollaire 3. Soit L un groupe algebrique lineaire defini sur k, et soit Lo sa
composante neutre. L 'application canonique

est bijective.

Le corollaire 2 montre que cette application est surjective. D'autre part, soit
c un l-eoeycle de G(klk) avaleurs dans L(k), et soit cLo le groupe obtenu en
tordant Lo au moyen de c (eela a un sens car L opere sur Lo par automorphismes
interieurs], Le groupe cLo etant lineaire eonnexe, on a Hl(k, cLo) = 0, d'apres
le tho 1'. Appliquant la suite exacte de eohomologie non abelienne (ef. Chap. I,
n? 5.5, cor. 2 a la prop. 39), on en deduit que H1(k, L) -+ H1(k, LILo) est
injective, eqfd.

[La eohomologie des groupes lineaires est ainsi entierement ramenee aeelle
des groupes finis, pourvu bien sur que dim(k) 1.]
Demonstratioti du theoreme 3

Choisissons un point x E X(k). Pour tout s E G(klk), on a Sx E X(k), et il
existe done as E A(k) tel que Sx = x· as. On voit facilement que 1'0n peut sup-
poser que (as) depend continument de s, autrement dit que e'est une l-cochaine
du groupe G(klk) a valeurs dans A(k). Si (as) etait un cocycle, on pourrait
trouver un espace principal P sur A et un point p E P(k) tels que sp = p- as; en
posant 1T'(p. a) = x· a on definirait alors un A-homomorphisme 1T' : P -+ X qui
repondrait aux conditions voulues. On est done ramene it. demontrer la proposi-
tion suivante:

Proposition 7. Sous les hypotheses ci-dessus, on peut choisir la 1-cochaine (as)
de telle sorte que ce soit un cocycle.

On va etudier des systemes {H, (as)} formes d'un sous-groupe algebrique H
de A (defini sur k) et d'une l-cochaine (as) de G(klk) it. valeurs dans A(k), ces
deux donnees etant assujetties aux axiomes suivants:

(1) x-H = x (H est contenu le stabilisateur de x)
(2) Sx = x-a, pour tout s E G(klk)
(3) Pour tout couple s,t E G(klk), il existe hs,t E H(k) tel que

(4) as' su«;' = H pour tout s E G(klk).

Lemme 2. Il existe au moins un systeme {H, (as)}.

On prend pour H Ie stabilisateur de z, et pour (as) n'importe quelle cochaine
verifiant (2). Comme x-a;Sat = stx = x·ast, on en conclut qu'il existe hs,t E H(k)
tel que asSat = hs,t·as,t, d'ou (3). La propriete (4) est immediate.

On va maintenant ehoisir un systeme {H, (asH tel que H soit minimal. Tout
revient it. prouver que H est alors reduit a l'element neutre, car l'axiome (3)
montrera alors que (as) est un cocycle.
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Lemme 3. Si H est minimal, La composante neutre Ho de H est un groupe
resoluble.

Soit L le plus grand sous-groupe Iineaire eonnexe de Ho. D'apres un theoreme
de Chevalley, Lest distingue dans Ho, et le quotient HoiLest une variete
abelienne, Soit B un sous-groupe de Borel de L, et soit N son normalisateur
dans H. On va montrer que N = H; cela entralnera que Best distingue dans L,
donc egal it. L, et Ho sera bien un groupe resoluble (extension d'une variete
abelienne par B).

Soit s E G(klk). II est clair que sB est un sous-groupe de Borel de SL,
lequel est Ie plus grand sons-groupe lineaire connexe de SHo. On en conclut
que assBa;! est un sous-groupe de Borel de assLa;!, lequel coincide avec L
(puisque e'est Ie plus grand sous-groupe lineaire connexe de as sHoa; 1 = Ho).
La conjugaison des sous-groupes de Borel montre done qu'il existe h., E L tel
que hsas'Ba;!h;! = B, on peut evidernment s'arranger pour que hs depende
continument de s. Posons alors = hsas. Le systeme {N, vb'ifie les ax­
iomes (1), (2), (3), (4). En effet, c'est evident pour (1) et (2). Pour (3), definissons

par la formule:

Un calcul imrnediat montre que l'on a:

hs . as"hta; 1 . hs,t = . hst .

Comme a.shta;1 E asSHa;! = H, on deduit de cette formule que

appartient it. H. D'autre part, on a par construction s -1 = B. II en resulte
que les automorphismes interieurs definis par et s transforment tous deux
stBen B; l'automorphisme interieur defini par leur quotient transforme done
B en lui-meme, ce qui prouve bien que appartient it. N et demontre (3).
Enfin, puisque l'automorphisme interieur defini par transforme sB en B, il
transforme aussi sN en N, ce qui demontre (4).

Comme H est minimal, on en deduit que N = H, ce qui dernontre le lemme.

Lemme 4. Si H est minimal, H est resoluble.

Vu le lemme 3, il suffit de prouver que HIHo est resoluble, Soit P un sous-
groupe de Sylow de HIHo, soit B son image reciproque dans H, et soit N
son normalisateur. Le raisonnement du lemme precedent s'applique encore it. N
(la conjugaison des sous-groupes de Sylow remplacant celle des sous-groupes de
Borel), et I'on en conclut que N = H. Ainsi, tout sous­qroupe de Sylow de H / Ho
est distinguej le groupe H/Ho est alors produit de ses sous-groupes de Sylow,
done nilpotent, et a fortiori resoluble,

Lemme 5. Si dim(k) 1, et si H est minimal, H est egal a son groupe des
commutateurs.

Soit H' le groupe des commutateurs de H. On va d'abord faire operer G(klk)
sur H/H'. Pour cela, si h E H et s E G(k/k), posons:
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S'h = assha;1 .

L'axiome (4) montre que s'h appartient it H; si de plus h E H', on a "Iv E H'.
Par passage au quotient, on obtient ainsi un automorphisme y 1-+ S,Y de HIH'.
En utilisant la formule (3), on voit que l'on a auy = a'e'y), ce qui signifie que
HIH' est un G(klk)-groupe.

Soit ha,t l'image de hs,t dans HIH'. C'est un 2-cocycle. Cela se voit sur
l'identite:

qui, par passage Ii HIH', donne:

--1 s,- - --1
ha,t' ht,u' hs,tu . hst,u = 1 .

Mais la structure des groupes algebriques commutatifs montre que HIH' (k)
possede une suite de composition dont les quotients sont, soit de torsion, soit
divisibles. Comme dim(k) $ 1, on a done H2(G(klk), HIH'(k)) = 0, d. Chap. I,
n? 3.1. Ainsi le cocycle (hs,t) est un cobord. On en conclut qu'il existe une 1-
cochaine (ha) it valeurs dans H(k) telle que:

h h- 1 h' hs,t = s . t . s,t' st, avec E H'(k).

On a
s'h- 1 - Sh- 1 -1 = h sh- 1 -1h-1 d H'(-k)t - as t as - sas t as a mo .

Quitte it changer on peut done ecrire:

h h- 1 h ah-1 -1h-1 h' ha,t = a . sas t as s . s,t' st·

En posant = hsa s, la formule precedente devient:

Le systeme {H', verifie done les axiomes (1), (2), (3). L'axiome (4) se
verifie sans difficultes. Comme H est minimal, on en conclut bien que H = H'.

Fin de la demonstration
Si {H, (as)} est un systeme minimal, les lemmes 4 et 5 montrent que H = {I},

done que (as) est un cocycle, ce qui demontre la prop. 7, et du meme coup Ie
theoreme 3.

Exercices.
1) Avec les notations de la demonstration du lemme 5, montrer qu'il existe sur

H/H' une structure de k-groupe algebrique telle que la structure de G(k/k)-module
correspondante sur H / H' (iC) soit celIe definie dans Ie texte.

2) Montrer que Ie theoreme 3 reste valable lorsqu'on remplace I'hypothese

dim(k) s 1

par la suivante:
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Le stabilisateur d'un point de X est un groupe lineaire unipotent. [On utilisera le
fait que H2(k, H) =0 pour tout groupe commutatif unipotent H.]

3) On suppose que dim(k) $ 1 et que la caracteristique p est =f. 2. Soit f une forme
quadratique non degeneree en n variables (n 2). Montrer en utilisant le tho 3 que,
pour toute constante c =f. 0, I'equation f(x) = c a une solution dans k. [Observer que Ie
schema des solutions de cette equation est un espace homogene du groupe SOU), lequel
est connexe.J Retrouver ce resultat par une demonstration directe, utilisant uniquement
I'hypothese cd2(Gk) $ 1.
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3.1. La conjecture II

Soient L un groupe semi-simple et T un tore maximal de L. Le groupe X(T)
des caracteres de T est un sous-groupe d'indice fini du groupe des poids du
systeme de racines correspondant. Si ces deux groupes sont egaux, on dit que L
est simplement connexe (cf. par exemple [125], 2.1.13).

Conjecture II. Boit k un corps parfait tel que cd(Gk) :::; 2, et soit L un groupe
semi-simple simplement connexe. On a Hl(k, L) = O.

Cette conjecture a ete demontree dans de nombreux cas particuliers:
a) Lorsque k est un corps p-adique: Kneser [86].
b) Plus generalement, lorsque k est un corps complet pour une valuation discrete

dont le corps residuel est parfait de dimension 1: Bruhat-Tits [22] et [23], III.
c) Lorsque k est un corps de nombres totalement imaginaire (pour L de type elas-

sique: Kneser [87]; pour L de type D4 trialitaire, G2 , F4' E6, E7: Harder [67]; pour L
de type Es: Chernousov [30]).

d) Lorsque L est de type An intirieur (Merkurjev-Suslin, cr. n" 3.2).
e) Plus generalement, lorsque L est de type classique (D4 trialitaire excepte): Bayer-

Parimala [10].
f) Lorsque L est de type G2 ou F4 (voir par exemple [156]).

Remarques.
1) Dans l'enonce de la conjecture II, on devrait pouvoir remplacer l'hypothese "k est

parfait" par "[k : PI p", si k est de caracteristique p > 0 (une hypothese encore plus
faible devrait meme suffire, cf. [156]).

Par exemple, la conjecture devrait s'appliquer a tout corps k qui est une extension
transcendante de degre 1 d'un corps parfait ko de dimension 1 (c'est vrai si k« est
fini, d'apres Harder [67], III).

2) Tout groupe semi-simple Lo peut s'ecrire de facon unique sous la forme
Lo = LIC, ou L est simplement connexe, et C est un sous-groupe fini du centre
de L. Si l'on suppose que C est lisse, on peut l'identifier a. un Gk-module galoisien,
d'ou un operateur cobord (cf. Chap. I, n? 5.7)

Si la conjecture II s'applique a. k, cet operateur est injectif (Chap. I, cor. a la prop. 44);
cela permet d'identifier HI (k, Lo) aun sous-ensemble du groupe H2(k, C) (noter que
ce sous-ensemble n'est pas toujours un sous-groupe, cf. n" 3.2, exercice).
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3.2. Exemples

a) Le groupe SLD

Soit Dune algebre centrale simple sur k, de rang fini; on a [D : k] = n 2 , ou nest
un entier 2:: 1 (parfois appele Ie degre de D). Soit Gm / D le k-groupe algebrique
tel que Gm/D(k') = (k'®kD)* pour toute extension k' de k; c'est une k-forme du
groupe GLn . On a Gm/D(k) = D*. La norme reduite Nrd definit un morphisme
surjectif

Nrd : Gm / D ---t Gm .

Soit SL D Ie noyau de Nrd. C'est une k-forme (dite "interieure") du groupe SLn ,

d. n? 1.4; c'est done un groupe semi-simple simplement connexe. Sa cohomologie
se determine au moyen de la suite exacte:

Les deux groupes de gauche sont respectivement egaux iI. D* et iI. k": On
montre sans difficulte (par le meme argument que pour GLn ) que 1'0n a
HI(k, Gm / D ) = O. On deduit de Iii. une bijection

k* / Nrd(D*) HI (k, SL D ) .

En particulier, HI(k, SLD) est reduit a0 si et seulement si Nrd : D* -> k" est
surjectif

C'est Ie cas, d'apres Merkurjev-Suslin (ef. Chap. II, n" 4.5, tho MS) si k est parfait
et cd(Gk) 2 (I'enonce dans Ie tho MS suppose que D est un corps gauche - Ie cas
general se ramene facilernent acelui-la). La conjecture II est done vraie pour SLD.

Remarque.
Le tho MS fournit en outre une Teciproque de la conjecture II: si k est un corps tel

que H1(k,L) = 0 pour tout L semi-simple simplement connexe, on a cd(Gk ) 2.

b) Le groupe Spin.,

On suppose la caracteristique de k differente de 2.
Soit q une forme quadratique non degeneree de rang n, et soit SOq le groupe

orthogonal unimodulaire correspondant. C'est un groupe semi-simple connexe
(si n 2: 3, ce qu'on supposera). Son revetement universel est Ie groupe Spinq

des spineurs. On a une suite exacte:

1 ---t /.L2 ---t Spln, ---t SOq ---t 1, avec /.L2 = {±1}.

D'apres Ie n? 5.7 du Chap. I, on en deduit la suite exacte de cohomologie:
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6 : SOq(k) ---+ k*/k*2

est la norme spinorielle (Bourbaki A IX.§ 9). Quant al' application

L1 :H1(k, SOq) ---+ Br2(k) ,

puisque Hl(k,JL2) = k*/k*2 et H2(k,JL2) = Br2(k), cf. Chap. II, n? 1.2.
L'homomorphisme

elle est Me a l'invariant de Hasse- Witt W2 par la formule suivante:
si x E H1(k, SOq) et si qx designe la forme quadratique deduite de q par

torsion au moyen de x, on a L1(x) = W2(qx) - W2(q), cf. Springer [60], ainsi que
Annexe, § 2.2.

Noter que Hl(k, SOq) peut etre identifie a l'ensemble des classes de formes
quadratiques de rang n qui ont meme discriminant (dans k" /k*2) que q. Compte
tenu de la suite exacte de cohomologie ci-dessus, on en deduit:

Pour que Hl(k, Spinq ) soit reduit dO, il faut et il suffit que les deux condi-
tions suivantes soient satisfaites:

(i) La norme spinorielle 6 : SOq(k) -+ k*/k*2 est surjective.
(ii) Touie forme quadratique de rang n, qui a le me-me discriminant et le

me-me invariant de Hasse- Witt que q, est isomorphe d q.

D'apres Merkurjev-Suslin, ces conditions sont satisfaites si cd2(Gk) 2 (cf. Bayer-
Parimala [10)- voir aussi l'exerc. 1 du Chap. II, n" 4.5). La conjecture II est done vraie
pour Spinq •

Exercice.
On prend n = 3, et l'on choisit pour q la forme standard X2 - YZ.
(a) Montrer que l'image de ..1 : H1(k, SOq) -+ Br2(k) est formee des elements

decomposables de Br2(k) = H2(k, Zj2Z), i.e. de ceux qui sont cup-produits de deux
elements de H1(k, Zj2Z).

(b) En deduire, en utilisant Merkurjev [108), qu'il existe un corps k de car-
acteristique 0, avec cd(Gk) = 2, tel que l'image de ..1 ne soit pas un sous-groupe
de Br2(k).
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4.1. La condition (F)

Proposition 8. Soit G un groupe profini. Les trois conditions suivantes sont
equivalentes:

a) Pour tout entier n, le groupe G n'a qu 'un nombre fini de sous-groupes
ouuerts d'indice n.

a') Meme enonc« que a), en se bornant aux sous-groupes ouuerts distingues.
b) Pour tout G-groupe fini A (cf. Chap. I, n? 5.1), l'ensemble H 1(G,A) est

fini.

Si H est un sous-groupe ouvert de G d'indice n, l'intersection H' des con-
jugues de H est un sous-groupe ouvert distingue de G d'indice n! (en effet
le quotient G /H' est isomorphe a un sous-groupe du groupe des permutations
de G/H). On deduit facilement de la l'equivalence de a) et a').

Montrons que a) => b). Soit n l'ordre du G-groupe fini A, et soit H un sous-
groupe ouvert distingue de G operant trivialement sur A. Vu a), les sous-groupes
ouverts de H d'indice n sont en nombre fini. Leur intersection H' est un sous-
groupe ouvert distingue de G. Tout homomorphisme continu f : H -+ A est
trivial sur H'. On en conclut que le compose

H1(G,A) --+ H 1(H,A) --+ H1(H',A)

est trivial. Cela entraine (cf. la suite exacte du Chap. I, n'' 5.8) que H 1(G, A)
s'identifie a H 1(G/H', A), lequel est evidemment fini.

Montrons que b) => a). 11 faut voir que, pour tout entier n, Ie groupe G ne
possede qu'un nombre fini d'homomorphismes dans le groupe symetrique Sn de
n lettres. Cela resulte immediatement de la finitude de H 1(G, Sn), le groupe G
operant trivialement sur Sn'

Tout groupe profini G verlfiant les conditions de la prop. 8 sera dit "de
type (F)".

Proposition 9. Tout groupe profini G qui peut etre topologiquement enqendre
par un nombre fini d'elements est de type (F).

En effet, il est clair que les homomorphismes de G dans un groupe fini
donne sont en nombre fini (puisqu'ils sont determines par leurs valeurs sur les
generateurs topologiques de G).
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Corollaire. Pour qu'un pro-p-groupe soit de type (F), il faut et il suffit qu'il
soit de rang fini.

Cela resulte des deux propositions precedences, combinees avec la prop. 25
du Chap. 1.

Exercices.
1) Soit G un groupe profini de type (F), et soit I : G --+ G un homomorphisme

surjeetil de G sur lui-rneme, Montrer que I est un isomorphisme. [Soit X n l'ensemble
des sous-groupes ouverts de G d'indice donne n. Si H E Xn , on a 1- 1(H ) E Xn , et f
definit ainsi une injection In : X n --+ Xn. Comme X n est fini, In est bijective. On en
conclut que Ie noyau N de I est contenu dans tous les sous-groupes ouverts de G, et il
est done reduit a. {I}.I

2) Soit T un groupe discret et soit f le groupe profini assode (Chap. I, n° 1.1). On
suppose:

(a) L'application canonique T --+ f est injective.
(b) f est de type (F).
Prouver que T est Hopfien, i.e. que tout endomorphisme surjectif de T est un

isomorphisme [appliquer I'exerc, 1 a. fl.
Montrer que tout sous-groupe de type fini de GLn(C) satisfait a. (a) et (b). (Ceci

s'applique en particulier aux groupes arithmetiques.)

3) Soit (Np ) , p = 2,3,5, ... une famille non bornee d'entiers 0, indexee par les
nombres premiers. Soit Gp la puissance Np-ieme du groupe Zp et soit G Ie produit
des Gp • Montrer que G est de type (F), bien qu'il ne puisse pas etre topologiquement
engendre par un nombre fini d'elements,

4.2. Corps de type (F)

Soit k un corps. Nous dirons que k est de type (F) si k est parfait et si le groupe de
Galois G(kjk) est de type (F) au sens precedent. Cette derniere condition revient
adire que, pour tout entier n, il n'existe qu'un nombre fini de sous-extensions
de k (resp. de sous-extensions galoisiennes) qui soient de degre n sur k,

Exemples de corps de type (F).
a) Le corps R des nombres reels.
b) Un corps fini. [En effet, un tel corps admet une seule extension de degre

donne - d'ailleurs son groupe de Galois est Zet peut donc etre topologiquement
engendre par un seul element.]

c) Le corps C«T)) des series formelles en une variable sur un corps
algebriquement clos C de caracteristique zero. [Meme argument que dans le
cas precedent, en remarquant que les seules extensions finies de C«T)) sont les
corps C«T1/ n )) , d'apres le theoreme de Puiseux (cf. [145], p. 76).]

d) Un corps p-adique (autrement dit une extension finie de Qp). C'est Ia un
resultat bien connu. On peut par exemple le demontrer de la maniere suivante;
toute extension finie de k s'obtient en faisant d'abord une extension non ramifiee,
puis une extension totalement ramifiee. Comme il n'y a qu'une seule extension
non ramifiee d'un degre donne, on est mmene au cas totalement mmifie. Or
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une telle extension est donnee par une "equation d'Eisenstein" T" + a1Tn-l +
... + an = 0, ou les ai appartiennent a l'ideal maximal de l'anneau des entiers
de k, et ou an est une uniformisante. L'ensemble de ces equations forme un
espace compact pour la topologie de la convergence des coefficients; d'autre part,
on sait que deux equations voisines definissent des extensions isomorphes (c'est
une consequence du "lemme de Krasner" , cf. par exemple [145], p. 40, exercices 1
et 2). D'ou la finitude cherchee,

[On a en fait des resultats beaucoup plus precis:
i) Krasner 1911 a calcule explicitement Ie nombre des extensions de degre n d'un

corps p-adique k,
Le resultat s'enonce (et se demontre) plus simplement si I'on "compte" chaque

extension avec un certain poids, cf. [1521. De facon plus precise, si k' est une extension
totalement ramifies de degre n de k, l'exposant du discriminant de k' [k peut s'ecrire
sous la forme n - 1+ c(k'), oil c(k') est un entier ? 0 (composante "sauvage"). Si I'on
definit Ie poids w(k') de k' par la formule

(k' ) - -elk')W - q ,

ou q est Ie nombre d'elements du corps residuel, on a la [ortnule de masse suivante
(cf. [152], tho 1):

LW(k') =n,
k'

ou k' parcourt l'ensemble des extensions totalement ramifiees de k, de degre n, conte-
nues dans k.

ii) Iwasawa 1761 a montre que Ie groupe G(kjk) peut etre topologiquement engendre
par un nombre fini d'elements (Ie resultat n'est pas mentionne explicitement, mais c'est
une consequence facile du tho 3, p. 468).1

Exercice.
Soit k un corps parfait. On suppose que, pour tout entier n ? 1 et toute extension

finie K de k, Ie quotient K· j K"" est fini. Montrer que k ne possede qu'un nombre fini
d'extensions galoisiennes resolubles de degre donne premier a la caracteristique de k:
Application au cas p-adique?

4.3. Finitude de la cohomologie des groupes lineaires

'I'heoreme 4. Soit k un corps de type (F), et soit L un groupe alqebrique lineaire
defini sur k. L'ensemble H1(k, L) est fini.

On procede par etapes:

(i) Le groupe Lest fini (i.e, de dimension zero).

L'ensemble L(k) des points de L rationnels sur k est alors un G(k/k)-groupe
fini, et on peut lui appliquer la prop. 8. D'ou la finitude de

(ii) Le groupe Lest resoluble connexe.

En appliquant le cor. 3 de la prop. 39 du Chap. I, on se ramene au cas ou L
est unipotent et au cas ou L est un tore. Dans le premier cas, on a H1(k, L) = 0,



152 § 4. Theoremes de finitude

cf. prop. 6. Supposons done que L soit un tore. Il existe alors une extension
galoisienne finie k' jk telle que L soit k'-isomorphe a un produit de groupes
multiplicatifs Gm . Comme H1(k', Gm ) est nul, on en conclut que Hl(k', L) = 0,
done que H1(k,L) s'identifie aH1(k'jk,L). En particulier, si n = [k': k], on a
nx = 0 pour tout x E Hl(k, L). Considerons alors la suite exacte:

o--+ Ln --+ L L --+ 0 ,

et la suite exacte de cohomologie qui lui est associee, On voit que Hl(k,Ln )

s'applique sur Ie noyau de H1(k, L) Hl(k, L), c'est-a-dire sur Hl(k, L) tout
entier. Comme Ln est fini, le cas (i) montre que H1(k, Ln ) est fini, et il est de
meme de H1(k, L).

(iii) Cas general.

On utilise le resultat suivant, dfi a Springer:
Lemme 6. Soit C un sous-qroupe de Cartan d'un groupe lineaire L, et soit N
te normalisateur de C dans L. L'application canonique H1(k, N) -+ Hl(k, L)
est surjective.

(Ce resultat est valable sur tout corps parfait k.)

Soit x E H1(k, L), et soit c un cocycle representant x. Soit cL le groupe
obtenu en tordant L au moyen de c. D'apres un theorerne de Rosenlicht ([130],
voir aussi [16], tho 18.2), le groupe cL possede un sous-groupe de Cartan C' defini
sur k; lorsqu'on etend Ie corps de base ak, les groupes C et C' sont conjugues,
D'apres le lemme 1 du n? 2.2 il s'ensuit que x appartient al'image de Hl(k, N)
dans Hl(k,L), ce qui demontre Ie lemme.

Revenons maintenant a la demonstration du theoreme 4. Soit C un sous-
groupe de Cartan de L, defini sur k, et soit N son normalisateur. D'apres Ie
lemme precedent, il suffit de prouver que H1(k, N) est fini. Or le quotient NjC
est fini; d'apres (i), Hl(k, NjC) est fini. D'autre part, pour tout cocycle c a
valeurs dans N, le groupe tordu cC est resoluble connexe, et Hl(k, cC) est fini
d'apres (ii). Appliquant alors Ie cor. 3 de la prop. 39 du Chap. I, on en deduit
bien que H1(k, N) est fini, cqfd.

Corollaire. Soit k un corps de type (F).
a) Les k-formes d'un groupe semi-simple defini sur k sont en nombre fini

(a isomorphisme pres).
b) Il en est de meme des k-formes d'un couple (V, x), OU Vest un espace

vectoriel et x un tenseur (cf. n? 1.1).

Cela resulte du fait que, dans les deux cas, Ie groupe d'automorphismes de
la structure etudiee est un groupe algebrique lineaire,

Remarques.
1) Si k est un corps de caracteristique zero et de type (F), on peut montrer

que les k-formes de tout groupe algebrique lineaire sont en nombre fini; il faut
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pour cela etendre Ie theoreme 4 acertains groupes non algebriques, ceux qui sont
extensions d'un groupe discret "de type arithmetique" par un groupe lineaire;
pour plus de details, cf. Borel-Serre !18J, § 6.

2) Soit ko un corps fini, et soit k = ko((T)). Le theoreme 4 ne s'applique pas
it k (ne serait-ce que parce que k n'est pas parfait - on peut d'ailleurs montrer
que H1(k, ZlpZ) est infini, si pest la caracteristique de k). Toutefois, on peut
prouver que Hl(k,L) est fini lorsque Lest riductij connexe.

[Principe de la demonstration (d'apres J. Tits): Soit k= ko«t)). On a dim(k) 5 l.
D'apres Borel-Springer ([19], n? 8.6), eela entraine HI(k, L) = 0, cf. n" 2.3. On a

done HI(k, L) = HI (k/k, L). Or la theorie de Bruhat-Tits ([23], Chap. III, n" 3.12)
montre que HI (k/k, L) se plonge dans une reunion finie d'ensembles de eohomologie du
type HI(ko, L;}, ou les L; sont des groupes algebriques Iineaires (non necessairement
eonnexes) sur le corps residuel ko. D' apres le tho 4, applique ako, ehaeun des HI (ko, Li)
est fini. II en est done de meme de HI (k/k, L), cqfd.]

4.4. Finitude d'orbites

Theorems 5. Soit k un corps de type (F), soii G un groupe algebrique defini
sur k, et soit V un espace homoqene de G. Le quotient de V(k) par la relation
d'equiualence definie par G(k) est fini.

L'espace V est reunion d'un nombre fini d'orbites de la composante neutre
de G; cela permet de se ramener au cas OU G est connexe. Si V(k) = 0, il n'y a rien
it demontrer, Sinon, soit v E V(k) et soit H Ie stabilisateur de v. L'application
canonique GIH -+ V definit une bijection de (GIH)(k) sur V(k). D'apres le
cor. 1 de la prop. 36 du Chap. I, Ie quotient de (GIH)(k) par G(k) s'identifie
au noyau de I'application canonique a: H1(k,H) -+ H1(k,G). 11 suffit done de
prouver que cette application est propre, i.e, que a-I transforme un ensemble
fini en un ensemble fini.

Soit L Ie plus grand sous-groupe Iineaire connexe de G, soit M = L n H, et
soient A =GIL, B = HIM. D'apres un theoreme de Chevalley, A est une variete
abelienne, et B s'envoie injectivement dans A. On a un diagramme commutatif:

H1(k,H) .e, H1(k,G)

llJ
H1(k,B) H1(k,A)

Comme M est lineaire, Ie theoreme 4 (combine it la prop. 39 du Chap. I) montre
que I est propre. D'autre part, d'apres le theoreme de "complete reductibilite"
des varietes abeliennes, il existe une variete abelienne B' de meme dimension
que B et un homomorphisme A -+ B' tels que Ie compose B -+ A -+ B'
soit surjectif; de plus, B' et A -+ B' peuvent etre definis sur k, Comme le
noyau de B -+ B' est fini, l'argument utilise ci-dessus montre que le compose
H1(k,B) -+ H1(k,A) -+ HI(k,B') est propre. 11 s'ensuit que est propre, done
aussi 0 I = f3 0 a, d'ou la proprete de a, cqfd.
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Corollaire L Soit k un corps de type (F), et soit G un groupe algebrique
lineaire dejini sur k. Les tores maximaux (resp. les sous-qroupes de Canan)
de G dejinis sur k forment un nombre jini de classes (pour la conjugaison par
les elements de G(k».

Soit T un tore maximal (resp. un sons-groupe de Cartan) de G defini sur k
(s'il n'y en a pas, il n'y a rien a demontrer); soit H son normalisateur dans G.
Comme tous les tores maximaux (resp.... ) sont conjugues sur k, Uscorrespon-
dent bijectivement aux points de l'espace homogene GjH; ceux qui sont definis
sur k correspondent aux points de G j H rationnels sur k; d'apres le theoreme 5,
ils se repartissent en un nombre fini de classes modulo G(k), d'ou le resultat
cherche.

Corollaire 2. Soit k un corps de caracierisiique zero de type (F), et soit G un
groupe semi-simple dejini sur k. Les elements unipotents de G(k) forment un
nombre jini de classes (pour la conjugaison par les elements de G(k».

Merrie demonstration que le cor. 1, en utilisant le fait (demontre par Kos-
tant [89]) que les elements unipotents de G(k) se repartissent en un nombre fini
de classes.

Exercices.
On designe par k un corps de type (F).
1) Soit f : G -+ G' un homomorphisme de groupes algebriques, On suppose

que Ie noyau de f est un groupe lineaire, Montrer que l'application correspondante
H 1(k,G) -+ H1(k,G') est propre.

2) Soit G un groupe algebrique, et soit K une extension finie de k. Montrer
que I'application H1(k, G) -+ H1(K, G) est propre. [Appliquer I'exercice 1 au groupe
G' = RK/k(G).)

4.5. Le cas reel

Les resultats des nOS precedents s'appliquent bien entendu au corps R. Certains
peuvent d'ailleurs s'obtenir de frcon plus simple par des arguments topologiques.
Ainsi par exemple le theoreme 5 results du fait (demontre par Whitney) que
toute variete algebrique reelle n'a qu'un nombre fini de composantes connexes.

Nous allons voir que, pour certains groupes, on peut aller plus loin et deter-
miner explicitement Hi.

Partons d'un groupe de Lie compact K. Soit R l'algebre des fonctions conti-
nues sur K qui sont combinaisons Iineaires de coefficients de representations
matricielles (complexes) de K. Si Ro designe la sous-algebre des fonctions reelles
de R, on a R = Ro I8>RC. On sait (cr. par exemple Chevalley, [32], Chap. VI) que
Ro est l'algebre affine d'un R-groupe algebrique L. Le groupe L(R) des points
reels de L s'identifie a K; le groupe L(C) est appele Ie complexijie de K. Le
groupe de Galois 9 = G(CjR) opere sur L(C).
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'I'heoreme 6. L'application canonique e : H1(g,K) --+ H1(g,L(C» est bijec­
tive.

(Comme 9 opere trivialement sur K, HI(g, K) est l'ensemble des classes
dans K, modulo conjugaison, des elements x tels que x2 = 1.)

Le groupe 9 opere sur l'algebre de Lie de L(C); les elements invariants
forment l'algebre de Lie e de K, et les elements anti-invariants forment un
supplementaire p de e. L'exponentielle definit un isomorphisme analytique reel
de p sur une sous-variete fermee P de L(C); il est clair que x P X-I = P pour
tout x E K; de plus (Chevalley, loc. cit.) tout element x E L(C) s'ecrit de
maniere unique sous la forme z = xp, avec x E K et pEP.

Ces resultats etant rappeles, montrons que e est surjectif Un l-cocycle de
9 dans L(C) s'identifie a. un element Z E L(C) tel que zz = 1. Si l'on ecrit z
sous la forme xp, avec x E K et PEP, on trouve XpXp­1 = 1 (car 15 = p-l),
d'ou p = x2. x­1px. Mais x­1px appartient aP, et l'unicite de la decomposition
L(C) = K· P montre que x 2 = 1 et x­1px = p. Si Px est la partie de P formee
des elements commutant a. x, on voit facilement que Px est l'exponentielle d'un
sous-espace vectoriel de p. On en conclut que l'on peut ecrire p sous la forme
p = q2, avec q E Px . On en tire z = qxq et comme 'if = «". on voit que Ie
cocycle zest cohomologue au cocycle x, qui est a. valeurs dans K.

Montrons maintenant que HI(g, K) --+ H1(g, L(C» est injectif Soient x E K
et x' E K deux elements tels que x 2 = 1, x,2 = 1, et supposons qu'ils soient
cohomologues dans L(C), c'est-a-dire qu'il existe z E L(C) tel que x' = z­lxz.
Ecrivons z sous la forme z = yp, avec y E K et pEP. On a:

x' = p­Iy­1xyp­l, d'ou x'. X,­lpX' = y­1xy. p-l .

Appliquant a. nouveau l'unicite de la decomposition L(C) = K . P, on en tire
x' = V­lXV, ce qui signifie que x et z' sont conjugues dans K, et acheve la
demonstration.

Exemples.
(a) Supposons que K soit connexe, et soit T l'un de ses tores maximaux. Soit

T2 l'ensemble des t E T tels que t2 = 1. On sait que tout element x E K tel
que x 2 = 1 est conjugue d'un element t E T2 ; de plus, deux elements t, t' de
T2 sont conjugues dans K si et seulement si ils sont transformes l'un de l'autre
par un element du groupe de Weyl W de K. II resulte done du theorerne 6 que
H1(R,L) = HI(g,L(C» s'identifie Ii l'ensemble quotient T2/W.

(b) Prenons pour K Ie groupe des automorphismes d'un groupe compact
semi-simple connexe S. Soit A (resp. L) le groupe algebrique associe a K
(resp. aS). On sait que A est le groupe des automorphismes de L. Les elements de
H1(R, A) correspondent donc aux formes reelles du groupe L, et Ie theorems 6
redonne la classification de ces formes au moyen des classes d' "involutions" de S
(resultat du a. Elie Cartan).
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4.6. Corps de nombres algebr'iques (theoreme de Borel)

Soit k un corps de nombres algebriques. II est clair que k n'est pas de type (F).
On a toutefois le theoreme de finitude suivant:

'I'heoreme 7. Soit L un groupe algebrique lineaire defini sur k, et soit S un
ensemble fini de places de k. L'application canonique

Ws: HI(k,L) ---nHI(kv,L)
v¢s

est propre.

Puisque les uu»; L) sont finis (cf. theoreme 4), on peut modifier S a
volonte, et en particulier supposer que S = 0 (auquel cas on ecrit w au lieu
de ws). De plus, quitte a tordre L, on est ramene amontrer que le noyau de w
est fini; en d'autres termes:

Theoreme 7'. Les elements de HI (k, L) qui sont nuts localement sont en nom­
bre fini.

Sous cette forme, Ie theorems a ete demontre par Borel lorsque Lest
reductif connexe ([14]' p. 25). Le cas d'un groupe lineaire connexe se ramene
immediatement au precedent. 11 est moins facile de se debarrasser de l'hypothese
de connexion; je renvoie pour cela aBorel-Serre [18], § 7.

4.7. Un contre-exemple au "principe de Hasse"

Conservons les notations du n? 4.6. II existe des exemples importants ou
l'application

v

est injective; c'est notamment le cas lorsque L est un groupe projectif ou un
groupe orthogonal. On peut se demander si ce "principe de Hasse" s'etend a-
tous les groupes semi-simples. Nous allons voir qu'il n'en est rien.

Lemme 7. II existe un G(k/k)­module fini A tel que l'application canonique de
Hl(k, A) dans TIv HI(kv, A) ne soit pas injective.

On commence par choisir une extension galoisienne finie K / k dont le groupe
de Galois G jouisse de la propriete suivante:

Le ppcm des ordres des groupes de decomposition des places v de k est stricte­
ment injerieur d l'ordre n de G.

[Exemple: k = Q, K = Q(v'l3,R); Ie groupe G est de type (2,2) et ses
sous-groupes de decomposition sont cycliques d'ordre 2 ou reduits a. l'element
neutre. Des exemples analogues existent sur tout corps de nombres.]

Soit E = Z/nZ[G] I'algebre du groupe G sur l'anneau Z/nZ, et soit A le
noyau de l'homomorphisme d'augmentation E -t Z/nZ. Comme la cohomologie
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de E est triviale, la suite exacte de cohomologie montre que Hl(G, A) = Z/nZ.
Soit x un generateur de H1(G,A), soit q Ie ppcm des ordres des groupes de
decomposition Gv , et soit y = qx. On a evldemment y i- 0; d'autre part, puisque
tout element de H1(G,A) est annule par q, l'image de y dans les H1(Gv,A) est
nulle. Comme H1(G, A) s'identifie a un sous-groupe de Hl(k, A), on a bien
construit un element non nul y E Hl(k, A) dont toutes les images locales sont
nulles.

Lemme 8. Il existe un G(k/k)-module fini B tel que l'application canonique de
H2(k, B) dans Il,H2(kv,B) ne soit pas injective.

C'est nettement moins trivial. On peut proceder de deux facons:
(1) On commence par construire un G(k/k)-module fini A verifiant la con-

dition du lemme 7. On pose ensuite

B = A' = Hom (A ,r) .

D'apres le theoreme de dualite de Tate (Chap. II, n? 6.3, tho A), les noyaux des
applications

v v

sont en dualite. Comme le premier est non nul, il en est de meme du second.
(2) Construction explicite: On prend pour B une extension:

o B Z/nZ

ou J-Ln designe le groupe des racines n-iemes de I'unite. On choisit B de telle sorte
que, du point de vue de sa seule structure de groupe abelien, ce soit la somme
directe Z/nZ EB J-Ln; sa structure de G(k/k)-module est alors determinee par un
element y du groupe

Comme element de H2(k, B), on va prendre l'image canonique x d'un element
x E H2(k, J-Ln)j un tel element s'identifie a un element d'ordre divisant n du
groupe de Brauer Br(k), et comme tel il est equivalent ala donnee d'invariants lo-
caux Xv E /Z verifiant les conditions habituelles (L: Xv = 0, 2xv = 0 si vest
une place reelle, et Xv = 0 si vest une place complexe). On veut s'arranger pour
que x ne soit pas nul, mais soit nul localement. La premiere condition revient
a. dire que x n'appartient pas a. l'image de d : Hl(k, Z/nZ) -+ H2(k, J-Ln). Cette
application n'est pas difficile a. expliciter; tout d'abord Ie groupe H1(k, Z/nZ)
n'est autre que le groupe des homomorphismes X : G(k/k) -+ d'apres
la theorie du corps de classes, X s'identifie a. un homomorphisme du groupe des
classes d'ideles de k dans on notera (x») les composantes locales de x·
On verifie alors sans difficultes que le cobord dX de X est l'element de H2(k, J-Ln)
dont les composantes locales (dX)v sont egales a Xv(y). La premiere condition
portant sur x est done la suivante:
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(a) It n'existe pas de caractere X E Hl(k, ZjnZ) tel que Xv = Xv(y) pour
tout v.

En exprimant que x s'annule localement, on obtient de meme:
(b) Pour tout place v, il existe 'l'v E H 1(kv, ZjnZ) tel que Xv = 'l'v(y).

Exemple numerique: k = Q, Y = 14,n = 8, x., = 0 pour v # 2, 17et X2 = -X17 =
Il faut verifier les conditions (a) et (b):

Verification de (a) - Supposer que l'on ait un caractere global X tel que X.,(14) = x.,.
On va examiner la somme L:X.,(16) (qui devrait etre nulle, puisque X s'annule sur les
idele principaux). Il est bien connu que 16 est une puissance B-ieme dans les corps
locaux Qp, p # 2 (cf. Artin-Tate, [6J, p. 96)j on a done X.,(16) = 0 pour v # 2.

D'autre part, on a 144 == 16mod Qi8 [cela revient a. voir que 74 E Qi8, ce qui
resulte du fait que -7 est un carre 2-adiqueJ. On en deduit X2(16) = 4X2(14) = et
la somme des X.,(16) n'est pas nulle. C'est la contradiction cherchee,

Verification de (b) - Pour v =J 2, 17, on prend tp" = O. Pour v = 2, on prend Ie
caractere de Qi defini par la formule tp2(a) = w(a)/8, ou w(a) designe la valuation
de o: on a bien tp2(Y) = tp2(14) = Pour v = 17, on remarque que le groupe multi-
plicatif (Z/17Z)* est cyclique d'ordre 16, et admet pour generateur Y = 14 [il suffit de
verifier que 148 == -1 mod 17, or 28 == 1 mod 17, et 78 == (_2)4 == -1 mod 17]. Il existe
done un caractere tp17 du groupe des unites 17-adiques qui est d'ordre 8 et prend la
valeur sur Yj on le prolonge n'importe comment en un caractere d'ordre 8 de Qi7'
et cela acheve la verification de (b).

[Cet exemple m'a ete signale par Tate. Celui que j'avais utilise primitivement etait
plus complique.]

Lemme 9. Soii B un G(kjk)-module fini, et soit X E H2(k, B). Il existe un
groupe semi-simple connexe B defini sur k, dont le centre Z contient B, et qui
jouit des deux propriete suivantes:

(a) L'element x donne appartient d l'image de d: H 1(k,ZjB)
-t H2(k,B).

(b) On a H 1(kv, B) = 0 pour toute place v de k,

Soit n un entier 1 tel que nB = O. On peut trouver une extension ga-
loisienne finie K j k assez grande pour que les trois conditions suivantes soient
realisees: i) B est un G(Kjk)-modulej ii) l'elernent x donne provient d'un element
x' E H 2(G(Kjk), B)j iii) Ie corps K contient les racines n-iemes de I'unite. Soit
B' = Hom(B, QjZ) Ie dual de B; on peut evidemment ecrire B' comme quotient
d'un module libre sur ZjnZ[G(Kjk)J. Par dualite, on en conclut que l'on peut
plonger B dans un module Z libre de mng q sur ZjnZ[G(Kjk)J. Du fait que Z
est libre, on a H 2(G(Kjk), Z) = 0 et il existe un element y E Hl(G(Kjk), ZjB)
tel que dy' = x'; l'element y' definit un element y E H 1(k, ZjB), et il est clair
que dy = x. Tout revient done a trouver un groupe semi-simple S ayant pour
centre Z et verifiant la condition (b) du lemme.

Pour cela, partons du groupe L = SLn x ... x SLn (q facteurs). Si l'on
considere L comme un groupe algebrique sur K, son centre est isomorphe a
Z/nZ x ... x ZjnZ (tous les elements du centre sont rationnels sur Ie corps
de base puisqu'on a pris la precaution de supposer que K contient les racines
n-iemes de l'unite). Soit S Ie groupe RK/k(L) obtenu apartir de L par restriction
du corps de base de K ak, Le centre de Best isomorphe (comme G(kjk)-module)
a la somme directe de q copies de
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RK/k(Z/nZ) = Z/nZ[G(K/k)] ;

on peut done l'identifier au module Z introduit plus haut. II reste enfin averifier
la condition (b). Or il est facile de voir que 8 est isomorphe sur kv au produit
des groupes RK,u/kJL), ou W parcourt l'ensemble des places de K prolongeant v
(d. Weil, [185], p. 8); on a done bien H1(kv,8) = OWlvH1(Kw,L) = 0 puisque
la cohomologie de SLn est triviale,

Nous pouvons maintenant fabriquer Ie contre-exemple cherche:

T'heorerne 8. Il existe un groupe algebrique semi-simple connexe G defini sur
k et un element t E H 1(k, G) tels que:

(a) On at =1= O.
(b) Pour tout place v de k l'image tv de t dans H 1(kv,G) est triviale.

D'apres Ie lemme 8, il existe un G(k/k)-module fini B et un element
x E H2(k, B) tel que x =1= 0 et que les images locales Xv de x soient toutes
nulles, Soit S un groupe semi-simple verifiant les conditions du lemme 9 par
rapport au couple (B, x). D'apres ces conditions, Ie centre Z de 8 contient B,
et il existe un element y E H 1(k , Z / B ) tel que dy = x. Soit G le groupe 8/B,
et soit t l'image de y dans Hl(k, G). Nous allons voir que Ie couple (G, t) verifie
les conditions du theoreme,

(a) - Soit .1 : H1(k,G) H2(k, B) l'operateur de cobord defini par la suite
exacte 1 B 8 G 1. Le diagramme commutatif:

H1(k,Z/B) H2(k,B)

1 id 1

H1(k, G) H2(k, B)

montre que .1(t) = dy = x. Comme X =1= 0, on a bien t =1= O.
(b) - On utilise la suite exacte:

H1(kv,S) ---4 H1(kv,G) ----+ H2(kv, B) .

Le meme argument que ci-dessus montre que .1(tv ) = Xv = 0; cornme H 1(k
v , 8) =

o (cf, lemme 9), on a bien tv = 0, cqfd.

Remarques.
1) La construction precedente donne des groupes G qui sont "strictement in-

terrnediaires" entre simplement connexe et adjoint. Cela conduit a se demander si
Ie "principe de Hasse" est vrai dans ces deux cas extremes. C'est le cas, comme l'ont
montre une serie de travaux culminant en celui de Chernousov 130] sur Eg (pour un
expose d'ensemble, voir Platonov-Rapinchuk [125], Chap. 6). Lorsque G est simplement
connexe, on a meme Ie resultat suivant, conjecture par M.Kneser 185] (et demontre par
lui pour les groupes classiques, cf. 185], [87]):

L'application canonique H1(k,G) -> OH1(kv,G) est bijective. (Le produit est
etendu aux places v telles que kv R; pour les autres places, on a d'ailleurs
H1(kv, G) = 0, cr. [86].)
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Ainsi, par exemple, si G est de type G2 , Hi (k, G) a 2T elements, ou r est le nombre
de places reelles de k.

2) T.Ono a utilise une construction analogue a celIe du lemme 9 pour construire
un groupe semi-simple dont le nombre de Tamagawa n'est pas un entier, cr. [121]. Cela
a amene Borel (voir [15]) a poser la question suivante: y a-t-il des relations entre Ie
nombre de Tamagawa et la validite du principe de Hasse? La reponse est affirmative:
voir la-dessus Sansuc [137], ainsi que Kottwitz [90], qui utilise Ie principe de Hasse pour
demontrer la conjecture de Weil suivant laquelle Ie nombre de Tamagawa d'un groupe
simplement connexe est egal a 1. (Inversement, il y a de nombreux cas ou l'on peut
deduire Ie principe de Hasse d'un calcul de nombres de Tamagawa.)



Indications bibliographiques sur Ie Chapitre III

Le contenu du § 1 est "bien connu" mais n'est expose nulle part de rnaniere
satisfaisante - Ie present cours indus.

Les conjectures I et II ont ete exposees au Colloque de Bruxelles [146],
en 1962. Les theoremes 1, 2, 3 sont dus a Springer; les deux premiers fig-
urent dans son expose a Bruxelles [162], et il m'a communique directement
la demonstration du theoreme 3. D'apres Grothendieck (non publie), on peut
demontrer un resultat un peu plus fort, asavoir la nullite des "H2 non abeliens"
sur tout corps de dimension 1.

Le § 4 est extrait presque sans changements de Borel-Serre [18]; j'ai simple-
ment ajoute la construction d'un contre-exemple au "principe de Hasse" .

***
Voici enfin une breve liste de textes relatifs aux divers types de groupes semi-simples

et contenant (explicitement ou non) des resultats de cohomologie galoisienne:
Groupes semi-simples generaux: Grothendieck (60), Kneser [85), [86], Tits [175],

[177]' [178], [179), [180], Springer [162), Borel-Serre [18], Borel-Tits [20], Steinberg [1651,
Harder [67], [68]' Bruhat-Tits [23], Chap. III, Sansuc [137], Platonov-Rapinchuk [125],
Rost [132).

Groupes classiques et algebres d involution: Weil [184), Grothendieck [63], Tits (178),
Kneser [87), Merkurjev-Suslin [109], Bayer-Lenstra [9], Bayer-Parimala [10].

Groupes orthogonaux et formes quadratiques: Witt [187], Springer [159], [160],
Delzant [40], Pfister [124], Milnor [117], Lam [94], Arason [3], Merkurjev [107], [108],
Scharlau [139], Jacob-Rost [781.

Groupe G 2 et octonions: Jacobson (79), van der Blij-Springer (12), Springer [163].
Groupe F4 et algebres de Jordan exceptionnelles: Albert-Jacobson [2], Springer

[161], [163], Jacobson [80j, McCrimmon [105], Petersson (122), Rost (131), Petersson-
Racine [123].

Groupe E8: Chernousov [30].

***



Annexe - Complements de cohomologie
galoisienne
[Le texte qui suit reproduit, avec des changements mineurs, le resume des cours
de la chaire d'Algebre et Geometrie publie dans l'Annuaire du College de Prance,
1990-1991, p. 111-121.]

Le cours a ete consacre au meme sujet que celui de 1962-1963: la cohomologie galoisi­
enne. 11 a surtout insiste sur les nombreux problemes que posent les groupes semi-
simples lorsque l'on ne fait pas d'hypothese restrictive sur Ie corps de base.

§ 1. Notations

­ k est un corps commutatif, suppose de caracteristique # 2, pour simplifier;
­ k. est une cloture separable de k;
­ G(k./k) est Ie groupe de Galois de k./k; c'est un groupe profini. Si L est un groupe

algebrique sur k, on note H1(k, L) le premier ensemble de cohomologie de G(k./k) a
valeurs dans L(k.). C'est un ensemble pointe.

Si C est un G(k./k)-module, on definit pour tout n 0 des groupes de cohomologie

Hn(k,C) = Hn(G(k./k), C) .

Par exemple, si C = Z/2Z, on a

H1(k,Z/2Z) = k*/k*2

et
H2(k,Z/2Z) = Br2(k)

(noyau de la multiplication par 2 dans Ie groupe de Brauer de k).
L'un des themes du cours a ete d'expliciter les relations qui existent (ou qui pour-

raient exister) entre l'ensemble H1(k, L) pour L semi-simple, et les groupes Hn(k, C)
pour C = Z/2Z (ou Z/3Z, ou tout autre "petit" module sur G(k./k».

§ 2. Le cas orthogonal

C'est celui qui est Ie mieux compris, grace ason interpretation en termes de classes de
formes quadratiques:

Soit q une forme quadratique non degeneree de rang n 1 sur k, et soit O(q) Ie
groupe orthogonal de q, vu comme groupe algebrique sur k, Si x est un element de
H1(k, Q(q», on peut tordre q par x et l'on obtient une autre forme quadratique q", de
meme rang n que q. L'application x ....... (q",) definit une bijection de H1(k,O(q» sur
l'ensemble des classes de formes quadratiques non degenerees de rang n sur k.

On a un resultat analogue pour la composante neutre SO(q) de O(q), acondition
de se borner aux formes quadratiques ayant meme discriminant que q.

Ainsi, tout invariant des classes de formes quadratiques peut etre interprete
comme une fonction sur l'ensemble de cohomologie H1(k,O(q», ou sur l'ensemble
H1(k, SO(q».
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2.1. Exemples d'invariants: les classes de Stiefel-Whitney

Ecrivons q comme somme directe orthogonale de formes de rang 1:

q = (al) Ell (a2) Ell ... Ell (an) = (aI, a2, . . . ,an), avec ai E r .
Si m est un entier 0, on definit un element wm(q) de Hm(k, Z/2Z) par la formule

(2.1.1)

(On a note (a) I'element de HI(k, Z/2Z) defini par a E k": le produit (ail)'" (ai",)
est un cup-produit dans l'algebre de cohomologie H"(k, Z/2Z).)

On montre (A. Delzant [40]) que wm(q) ne depend que de la classe d'isomorphisme
de q (et pas de la decomposition choisie); cela provient du fait bien connu que les
relations entre formes quadratiques "resultent des relations en rang :S 2".

On dit que wm(q) est la rn-ieme classe de Stiefel- Whitney de q.

Remarques.
1) Les classes WI(q) et W2(q) ont des interpretations standard: discriminant, in-

variant de Hasse-Witt. Les wm(q), m 3 sont moins interessantes: il y a avantage a
les remplacer (dans la mesure du possible) par les invariants de la theorie de Milnor,
cf. n02.3 ci-apres,

2) La meme methode conduit a d'autres invariants. Ainsi, si n est pair 4 et si
q = (al, ... , an) est tel que WI(q) = 0 (autrement dit, al ... an est un carre), on peut
montrer que l'element (at}··· (an-I) de Hn-l(k, Z/2Z) est un invariant de la classe
de q. Le cas n = 4 est particulierement interessant.

2.2. Comportement de WI(q) et W2(q) par torsion

Soit x E H1(k, O(q)). On assode a x des elements

et

de la facon suivante:
81(x) est l'image de x dans H1(k, Z/2Z) par l'application deduite de l'homornor-

phisme det : O(q) -+ {±1} == Z/2Z;
82 (x ) est le cobord de x relatif a la suite exacte de groupes algebriques:

1 Z/2Z O(q) O(q) 1 .

(Le groupe O(q) est un certain revetement quadratique de O(q) qui prolonge le
revetement spinoriel Spin(q) -+ SO(q). On peut le caracteriser par la propriete suiv-
ante: une symetrie par rapport a un vecteur de carre a se releve en un element d'ordre 2
de O(q) rationnel sur le corps k(yCi).)

Les invariants 81 (x) et 82 (x) permettent de calculer les classes WI et W2 de la forme
qx deduite de q par torsion au moyen de x. On a en effet:

(2.2.1)
(2.2.2)

Wl(qx) =Wl(q) + 81(x )
W2(qx)=W2(q) + 81(x) .Wl(q) + 82(x )

dans Hl(k, Z/2Z),
dans H2(k, Z/2Z).
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2.3. Les conjectures de Milnor

Soit kM(k) = l'anneau de Milnor (mod 2) de k (dMini au moyen de sym­
boles multilineaires (al,' .. , an) = (al) ... (an), ai E k", avec les relations 2(a) = 0 et
(a, b) =0 si a + b = 1).

Soient Wk l'anneau de Witt de k, et h son ideal d'augmentation (noyau de
l'homomorphisme canonique Wk -> Z/2Z).

On definit de facon naturelle des homomorphismes

(2.3.1)

et

(2.3.2) (k) ­­­­+ Hn(k, Z/2Z) .

Les conjectures de Milnor [117) disent que ces homomorphismes sont des isomor­
phismes. Cela a ete demontre pour n :$; 3 (Arason [3), [4], Jacob­Rost [78), Merkurjev­
Suslin [111]) et il y a des resultats partiels pour n 4.

§ 3. Applications et exemples

3.1. Invariants a valeurs dans H8(k, Z/2Z): Ie cas du groupe spinoriel

Soit q une forme quadratique non degeneree sur k, et soit x un element de H1(k, Spin(q».
Si l'on tord q par x, on obtient une forme quadratique q", de meme rang que q. D'apres
(2.2.1) et (2.2.2), les invariants WI et W2 de q", sont les memes que ceux de q. II en
resulte que I'element q", ­ q de l'anneau de Witt Wk appartient au cube I: de l'ideal
d'augmentation h. En utilisant l'homomorphisme

construit par Arason [3) (qui est en fait un isomorphisme, cf. n" 2.3), on obtient un
element de H3(k, Z/2Z) que nous noterons i(x). On a:

(3.1.1) i(x) = 0 q", == q (mod I:) .

On a ainsi defini une application canonique

(3.1.2)

3.2. Invariants a valeurs dans H8(k, Z/2Z): cas general

Soit G un groupe semi­simple simplement connexe deploye, et choisissons une representation
irreductible {} de G dans un espace vectoriel V de dimension n. Supposons {} orthog­
onale, ce qui est par exemple le cas si G est de l'un des types G2 , F4 ou Eg. II existe
alors une forme quadratique non degeneree q sur V qui est invariante par {}(G). On
obtient ainsi un hornomorphisme G ­+ O(q). Vu les hypotheses faites sur G, cet homo­
morphisme se releve en un homomorphisme

e: G ­­­­+ Spin(q) .

En utilisant (3.1.2) on deduit de 18. une application

(3.2.1)

dont on montre facilement qu'elle ne depend pas du choix de q.
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3.3. Le groupe

Supposons que G soit egal au groupe exceptionnel G2 , et soit deploye. On sait qu'il y
a alors des bijections naturelles entre les trois ensembles suivants:

H I(k,G2);

classes d'algebres d'octonions sur k;
classes de 3-formes de Pfister sur k.

II resulte de la, et des theoremes cites ci-dessus, que, si l'on prend pour {! la represen-
tation fondamentale de degre 7 de G2, l'application i Q correspondante est une bijection
de HI (k, G2) sur le so'Us-ensemble de H3(k, Z/2Z) forme des elements decomposables
(i.e. cup-produits de trois elements de HI(k, Z/2Z)). Cela donne une description co-
homologique tout it. fait satisfaisante de l'ensemble HI(k, G2).

On peut aller un peu plus loin. Notons i l'injection de HI(k, G2 ) dans H 3(k, Z/2Z)
que nous venons de definir. Soit (! une representation irreductible quelconque de G2; il
lui correspond d'apres (3.2.1) une application

i Q : H I(k,G
2 ) --+ H3(k,Z/2Z) .

On desire comparer i Q a i. Le resultat est le suivant (je me borne ici au cas oil le corps
de base est de caracteristique 0):

(3.3.1) On a, soit i Q = i, soit i Q = O.

De facon plus precise, soit miWI +m2w21e poids dominant de {!, ecrit comme combi-
naison lineaire des po ids fondamentaux WI et W2 (WI correspondant a la representation
de degre 7, et W2 a la representation adjointe). On peut determiner (grace it. des for-
mules qui m'ont ete communiquees par J. Tits) dans quel cas on a i Q = i; on trouve
que cela se produit si et seulement si Ie couple (ml,m2) est congru (mod 8) a l'un des
douze couples suivants:

(0,2), (0,3), (1,0), (1,4), (2,0), (2,3), (4,3), (4,6), (5,2), (5,6), (6,3), (6,4).
Ainsi, pour la representation adjointe, qui correspond it. (0, 1), on a i Q = O. On peut

preciser ceci en determinant explicitement la forme de Killing Kill; de la k-forme de G2
associee a un element donne x E H I (k ,G2 ) . Si qx = (1) est la 3-forme de Pfister
associee a x (i.e, la forme norme de l'algebre d'octonions correspondante), on trouve
que Kill, est isomorphe d (-1, -3) ®

3.4. Le groupe F4

Ici encore, on dispose d'une interpretation concrete de la cohomologie: les elements de
H I(k,F

4 ) correspondent aux classes d'algebres de Jordan simples exceptionnelles de
dimension 27 sur k. Malheureusement, on est loin de savoir classer de telles algebres,
malgre les nombreux resultats deja obtenus par Albert, Jacobson, Tits, Springer,
McCrimmon, Racine, Petersson (cf. (2), (80), [105), [122), (123), [161], [163]). Ces
resultats suggerent que les elements de HI(k, F4) pourraient etre caracterises par deux
types d'invariants:

(invariant mod 2) - La classe de la forme quadratique Tr(x2
) associee a I'algebre de

Jordan, cette classe etant elle-meme deterrninee par Ie couple d'une 3-forme de Pfister
et d'une 5-forme de Pfister divisible par la precedente, Du point de vue cohomologique,
cela signifie un element decomposable X3 E H3(k, Z/2Z) (obtenu par (3.2.1) grace a la
representation irreductible e de dimension 26 de F4 ) , et un element Xs de HS(k, Z/2Z)
de la forme Xs = X3YZ, avec y, Z E HI (k, Z/2Z).

(invariant mod 3 -en supposant la caracteristique 1= 3) - Un element de H3(k, Z/3Z)
dont je n'ai qu'une definition conjecturale, basee sur la "premiere construction de Tits"
(cette definition a ete justifiee par Rost [131], [132]).

Pour Ie moment, Ie seul cas qui puisse etre traite completement est celui des al­
gebres de Jordan dites "reduites" (celles oil I'invariant mod 3 est 0): on sait, d'apres



166 Annexe. Complements de cohomologie galoisienne

un theorems de Springer {163]' que l'invariant mod 2 (i.e. la forme trace) determine
alors I'algebre de Jordan a. isomorphisme pres.

3.5. Le groupe E s

Lorsque k est un corps de nombres, la structure de H1(k, Es) vient d'etre deterrninee
par Chernousov et Premet (d. [30), (125)): le principe de Hasse est valable, ce qui
entraine par exemple que le nombre d'elements de HI (k, Es) est 3r, ou r est le nombre
de places reelles de k, La demonstration de ce resultat a fait l'objet d'une serie d'exposes
dans le seminaire commun avec la chaire de Theorie des Groupes.

Lorsque k est un corps quelconque (ou meme, par exemple, le corps Q(T)), on sait
fort peu de choses sur HI (k, Es). Les resultats generaux de Grothendieck [60] et de
Bruhat-Tits ([23], III) suggerent qu'un element de cet ensemble pourrait avoir comme
invariants des classes de cohomologie (de dimension 3) mod 2, mod 3 et mod 5
(car 2, 3, 5 sont les nombres premiers de torsion de Ee, d. A. Borel, De. II, p. 776).
Voir la-dessus Rost [132), ainsi que (156), § 7.3.

§ 4. Problemes d'injectivite

L'ensemble HI (k, G) est fonctoriel en k et G:
a) Si k' est une extension de k, on a une application naturelle

H1(k,G) ---t H1(k',G) .

b) Si G ....... G' est un morphisme de groupes algebriques, on a une application
naturelle H1(k, G) ....... H1(k, G').

On dispose d'une serie de cas OU ces applications sont injectives:

(4.1) - theoreme de simplification de Witt [187]) Si q = ql EfJ q2, ou les qi sont des
formes quadratiques, l'application H1(k,O(ql)) ....... H1(k,O(q)) est injective.

(4.2) - Meme enonce, pour les groupes unitaires associes aux algebres a. involution
sur k, cf. Scharlau [139], chap. 7.

(4.3) (Springer [159]) - Injectivite de H1(k,O(q)) ....... H1(k',O(q)) lorsque k' est une
extension finie de k de degre impair.

(4.4) (Bayer-Lenstra [9]) - Meme enonce que (4.3), pour les groupes unitaires au lieu
des groupes orthogonaux.

(4.5) (Pfister [124]) - Injectivite de H1(k, O(q)) ....... H1(k, O(q@q')) lorsque Ie rang de
q' est impair (Ie morphisme O(q) ....... Q(q@ q') etant defini par le produit tensoriel).

On aimerait avoir d'autres enonces du rneme type, par exemple les suivants (qui
sont peut-etre trop optimistes):

(4.6 ?) - Si k' est une extension finie de k de degre premier a. 2 et 3, I'application
H1(k,F4) ....... H 1(k',F4) est injective.

(4.7?) - Merrie enonce pour Es, avec {2,3} remplace par {2,3,5}.

Remarque.
Soit G un groupe algebrique sur k, et soient x, y deux elements de H1(k, G).

Supposons que x et y aient les memes images dans H1(k',G) et dans H1(k," ,G) ou
k' et k" sont deux extensions finies de k de degres premiers entre eux (par exemple
[k' : k) = 2 et [k" : k) = 3). Ceci n'entrafne pas x = y contrairement a ce qui se passe
dans le cas abelien; on peut en construire des exemples, en prenant G non connexe;
j'ignore ce qu'il en est lorsque G est connexe.
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§ 5. La forme trace

II s'agit de la structure de la forme quadratique Tr(x2 ) associee it une k-algebre de
dimension finie. Deux cas particuliers ont ete consideres:

5.1. Algebres centrales simples

Soit A une telle algebre, supposee de rang fini n2 sur k, On lui associe la forme quadra-
tique qA definie par

qA(X) = Trd A/ k(x
2) .

Notons la forme trace associee it I'algebre de matrices Mn(k) de meme rang que A;
c'est la somme directe d'une forme hyperbolique de rang n(n - 1) et d'une forme unite
(1,1, ... ,1) de rang n.

On desire comparer qA et II y deux cas a distinguer:

(5.1.1) n est impair

Les formes qA et sont alors isomorphes; cela resulte du theorems de Springer
cite en (4.3).

(5.1.2) n est pair

Soit (A) la classe de A dans Ie groupe de Brauer de k. Le produit de (A) par l'entier
n/2 est un element a de Br2(k) = H 2(k , Z/2Z). On a:

WI(qA) = et W2(qA) = + a .

(La formule relative it WI est facile. Celle relative it W2 s'obtient en considerant
l'homomorphisme PGLn -+ SOn2 donne par la representation adjointe et en montrant,
par un calcul de poids et racines, que cet homomorphisme ne se releve pas au groupe
Spinn2 si n est pair.)

5.2. Algebres commutatives etales

Soit E une telle algebre, soit n son rang et soit qe la forme trace correspondante, Les
invariants WI et W2 de qe se calculent par une formule connue (cf. [154]). Le cours a
donne une demonstration de cette formule quelque peu differente de la demonstration
originale, et a applique Ie resultat obtenu aux equations quintiques it la Kronecker-
Hermite-Klein.

Le cas ou n = 6 pose des problemes interessants:
1) Notons e : G(ks/k) -+ 86 l'homomorphisme qui correspond it E par la theorie

de Galois; cet homomorphisme est defini it conjugaison pres. Si l'on compose e avec un
automorphisme exterieur de 8 6 , on obtient un homomorphisme e' : G(ks/k) -+ 8 6 qui
correspond a une autre algebre etale E' de rang 6 ("resolvante sextique"). Comment
determiner qE' d partir de qE'i La recette est la suivante: si l'on ecrit qe et qE' sous
la forme

qe = (1,2) EB Q , qE' = (1,2) EB Q' ,

ou Q et Q' sont de rang 4 (c'est possible d'apres [154), App. I), on a Q' = (2d) ® Q,
ou d est le discriminant de E (i.e. de qe).

2) Supposons que l'on ait ala foisWI(qE) =0 etW2(qE) =O. On peut se demander si
qe est isomorphe it la forme unite (1, ... ,1) (comme ce serait Ie cas si le rang etait < 6).
C'est vrai si k est un corps de nombres (ou un corps de fonctions rationnelles sur un
corps de nombres). C'est faux en general.
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§ 6. La theorie de Bayer-Lenstra: bases normales autoduales

Soit G un groupe fini, On s'interesse aux G-algebres galoisiennes sur k, ou, ce qui
revient au meme, aux G-torseurs sur k, G etant considere comme un groupe algebrique
de dimension 0 sur k, Une telle algebre L est determinee, a. isomorphisme (non unique)
pres, par la donnee d 'un homomorphisme continu

Lorsque !pL est surjectif, L est un corps, et c'est une extension galoisienne de k de
groupe de Galois isomorphe a. G.

Dans [9], E. Bayer et H. Lenstra s'Interessent au cas OU L possede une base normale
autoduale ("BNA"); cela signifie qu'il existe un element x de L tel que qL(X) = 1 et
que x soit orthogonal (relativement a. qL) a. tous les gx, 9 E G, 9 t= 1. (Ainsi, les gx
forment une "base normale" de L, et cette base est sa propre duale relativement a. qL.)

On peut donner un critere cohomologique pour l'existence d'une BNA: si Uo designe
le groupe unitaire de I'algebre a. involution k[G), on a un plongement canonique de G
dans Ua(k); en composant !pL avec ce plongement on obtient un homomorphisme
G(k./k) -+ Ua(k), homomorphisme que l'on peut regarder comme un 1-cocycle de
G(k./k) dans Ua(ks ) . La classe et. de ce cocycle est un element de H1(k,Ua). On a
et: = 0 si et seulement si L a une BNA.

De ce critere, combine avec (4.4), Bayer-Lenstra deduisent le theoreme suivant:

(6.1) - S'il existe une extension de degre impair de k sur laquelle L acquiert une BNA,
alors L a une BNA sur k,

En particulier:

(6.2) - Si G est d'ordre impair, toute G-algebre galoisienne a une BNA.

Void quelques autres resultats relatifs aux BNA, obtenus en collaboration avec
E. Bayer, d. [11):

Soit L une G-algebre galoisienne, et soit !pL : G(k./k) -+ G l'homomorphisme
correspondant. Si x est un element de Hn(G, Z/2Z), son image par

sera notee XL.

(6.3) Pour que L ait une BNA, il taut que XL = 0 pour tout x E H1(G, Z/2Z)
(autrement dit, l'image de G(k./k) dans G doit etre contenue dans tous les sous-
groupes d'indice 2 de G). Cette condition est sufjisante si la 2-dimension cohomologique
de G(k./k) est $ 1 (autrement dit si les 2-groupes de Sylow de G(k./k) sont des pro-
2-groupes libres).

(6.4) - Supposons que k soit un corps de nombres. Pour que L ait une BNA, il taut
que !pL(Cv) = 1 pour toute place reelle v de k (c, designant la conjugaison complexe
relative a. une extension de v a. k.). Cette condition est sufjisante si H1(G, Z/2Z) =
H 2(G, Z/2Z) = O.

(6.5) Le cas ou un 2-groupe de Sylow de G est abelien elementaire

Soit S un 2-groupe de Sylow de G. Supposons que S soit un groupe abelien
elementeire d'ordre 2T

, r ;::: 1; l'ordre de G est 2Tm, avec m impair.
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(6.5.1) - Il existe une r-forme de Pfister g1, et une seule Ii isomorphisme pres, tdle
que (2T)® qt. :::= m ® ql (somme directe de m copies de ql).

Cette forme constitue un invariant de l'algebre galoisienne L consideree, C'est la
forme unite si L a une BNA. Reciproquement:

(6.5.2) - Supposons que le normalisateur N de S opere transitivement sur S - {I}. Il
y a alors equivalence entre:

(i) L a une BNA.
(ii) La forme qt. est isomorphe Ii la forme unite de rang 2Tm .
(iii) La forme ql est isomorphe Ii la forme unite de rang 2T.

Lorsque rest assez petit, ce resultat peut se traduire en termes cohomologiques.
En effet, l'hypothese que N opere transitivement sur S - {I} entraine qu'il existe
un element x de HT(G, Z/2Z) dont la restriction it. tout sons-groupe d'ordre 2 de G
est =fi 0, et un tel element est unique, it. l'addition pres d'une classe de cohomologie
"negligeable" (cf. § 7 ci-apres). L'element correspondant XL de HT(k, Z/2Z) est un
invariant de I'algebre galoisienne L.

(6.5.3) - Supposons r :S 4. Les conditions (i), (ii), (iii) de (6.5.2) sont alors equivalentes
Ii:

(iv) On a XL = 0 dans HT(k, Z/2Z).

L'hypothese r :S 4 pourrait etre supprimee si les conjectures du n" 2.3 etaient
demontrees.

Ezemples.
1) Supposons que r = 2 et que N opere transitivement sur S - {I}; c'est le cas

si G = A4 , As ou PSL2 (F q ) avec q == 3 (mod 8). Le groupe H 2(G, Z/2Z) contient

un seul element X =fi 0; soit G l'extension correspondante de G par Z/2Z. II resulte
de (6.5.3) que L a une BNA si et seulement l'homomorphisme !pL : G(k./k) ---+ G se
releve en u,:-homomorphisme dans G. Un tel relevement correspond it. '!.ne G-algebre
galoisienne L; on peut montrer qu'll est possible de s'arranger pour que L possede elle
aussi une BNA.

2) Prenons pour G le groupe SL2(Fs) ou Ie groupe de Janko J1. Les hypotheses
de (6.5.2) et (6.5.3) sont alors satisfaites avec r = 3. Le groupe H 3(G, Z/2Z) contient
un seul element x =fi 0, et l'on voit que L a une BNA si et seulement si XL = 0 dans
H 3(k, Z/2Z).

Remarque.
La propriete pour une G-algebre galoisienne L d'avoir une BNA peut se traduire

en terme de "torsion galoisienne" de la maniere suivante:
Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur k, muni d'une famille q = (qi)

de tenseurs quadratiques (de type (2,0), (1,1), ou (0,2), peu importe). Supposons que
G opere sur V en fixant chacun des qi. On pent alors tordre (V,q) par le G-torseur
correspondant it.L. On obtient ainsi une k-forme (V, q)L de (V,q). On peut demontrer:

(6.6) Si L a une BNA, (V, q)L est isomorphe Ii (V, q).

De plus, cette propriete caracterise les algebres galoisiennes ayant une BNA.
(Noter que ce resultat serait faux pour les tenseurs cubiques.)
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§ 7. Classes de cohomologie negllgeables

Soient G un groupe fini et G un G-module, Un element x de Hq(G, C) est dit negligeable
(du point de vue galoisien) si, pour tout corps k, et tout homomorphisme continu
cp :G(k./k) G, on a

cp*(x) = 0 dans Hq(k,G) .

(II revient au meme de dire que XL = 0 pour toute G-algebre galoisienne L.)

Exemple.
Si a, b sont deux elements quelconques de H1(G, Z/2Z), Ie cup-produit ab(a + b)

est un element negligeable de H 3(G, Z/2Z).

Voici quelques resultats sur ces classes:

(7.0) - Si q = 1, aucun element non nul de Hq(G,G) n'est negligeable. II en est de
meme si q = 2 et G agit trivialement sur G.

(7.1) - Pour tout groupe fini G il existe un entier q(G) tel que toute classe de coho-
mologie de G d'ordre impair et de dimension q > q(G) soit negligeable.

Ce resultat ne subsiste pas pour les classes d'ordre pair. D'ailleurs aucune classe
de cohomologie (8. part 0) d'un groupe cyclique d'ordre 2 n'est negligeable, comme on
Ie voit en prenant k = R.

(7.2) - Supposons que G soit abelien elementaire d'ordre 2r . Si x E Hq(G, Z/2Z), les
proprietes suivantes sont equivalentes:

(a) x est negligeable.
(b) La restriction de x d tout sous-qroupe d'omre 2 de G est O.
(c) x appartient d l'ideal de l'algebre H*(G, Z/2Z) engendre par les ab(a + b), ou

a et b parcourent H 1(G, Z / 2Z).

(II y a des resultats analogues lorsque G est abelien elementaire d'ordre pr (p # 2),
et G = Z/pZ.)

(7.3) - Supposons que G soit isomorphe d un groupe symetrique S«. Alors:

(a) Si N est impair, tout element de Hq(G, Z/NZ), q 1, est negligeable.
(b) Pour qu'us: element de Hq(G,Z/2Z) soit negligeable, ii/aut et il suffit que ses

restrictions aux sous-qroupes d'ordre 2 de G soient nulles.
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